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ГЛАВА ХУШ. 


`ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ МЕТОДЫ 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ. 


1. ПОЛУЧЕНИЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. 


362, Исключение постоянных. Рассмотрим семейство плоских кривых, 
представляемое уравнением 


Е(х, у, с, сз, ...у с„) = 0, (1} 


зависящим от п произвольных постоянных. Дадим этим постоянным опре- 
деленные, но произвольные, значения; последовательные производные от 
функции у переменного х, определяемой предыдущим уравнением, удо- 
влетворяют соотношениям: 


ы Е, | 
У =0, 
У. У | 
92^ 92 Е 
__ р —__ _ у? " — 0, 
9.2 + дх дух + ея + т (2) 
"Е эЕ | 
—- (п) — 
Эх .. . + зу у — 0. } 


Останавливаясь на соотношении, определяющем производную 1-го 
порядка, мы получим всего п-|- 1 соотношений между х, уу, у’ ... 


..., У) и постоянными с1, с., ..., С„. Исключая эти постоянные, мы при- 
дем, вообще, только к одному соотношению между х, у, у, ..., У: 
Ф(х, У, У, У, ..., Ут) = 0. (3) 


Из самого происхождения этого уравнения очевидно, что всякая 
функция, определяемая соотношением (1), удовлетворяет уравнению (3), 
каковы бы ни были значения, даваемые постоянным с,. Соотношение (1) 
называется “частным интегралом диференциального уравнения (3). Сово- 
купность этих частных интегралов называется общим интегралом того. 
же уравнения *. Пользуясь геометрическими терминами, что часто бывает 
удобно, мы будем также говорить, что всякая кривая, представляемая 
уравнением (1), есть интегральная кривая уравнения (8), или уравне- 


* Часто общим интегралом диференциального уравнения (3) называют соотношение (1), где 
с, Са, ‚ сп нмеют постоянные, но произвольные, значения, Давая этим постоянным определен- 


иые частные значения, мы получим цастный интеграл. ) 
(Ред. 
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чие (3) есть диференциальное уравнение семейства рассматриваемых кри- 
вых. Мы видим, что порядок диференциального уравнения равен числу 
чроизвольных постоянных, от которых зависит это семейство кривых. 
Ясно, впрочем, что из предыдущего рассуждения никак не следует, что 
уравнение (3) не имеет других интегралов кроме представляемых урав- 
чением (1); и действительно, как мы увидим несколько ниже, оно 
‘может иметь и другие интегралы. ° 


Все предыдущее неприменимб к исключительным случаям, когда, исключая п 
параметров с; из п -- 1 соотношений (1) и (2), мы придем к нескольким разлнч- 
ным соотношениям между х, у, У’, у’,..., У. Тогда можно было бы составить 
из них одно соотношение, не содержащее у”), так что рассматриваемое семей- 
ство кривых состояло бы нз интегральных кривых диференциального уравнения, 
порядок которого ниже числа п. Это будет иметь место, еслн кривые зависят 
ча самом деле только от п — р параметров (р > 0); например, кривые, предста- 
вляемые уравнением Р|х, у, $ (а, 8)] =0, только повидимому зависят от двух 
произвольных параметров 4 и 6: на самом деле они зависят только от одного 
переменного параметра с = (а, 6). Но понижение порядка диференциального 
уравнения может произойти также в другом случае; например, кривые, предста- 
вляемые уравнением у? —2аху -- 6х7, действительно зависят от двух различных 
чараметров а и 6, однако, эти кривые всегда удовлетворяют уравнению у=ху". 
Причина этого лежит в том, что эти кривые распадаются на две прямых, 
проходящих через начало координат, каждая из которых есть интеграл уравне- 
ния у = му’. 


ПРИМЕРЫ. Прямые, проходящие через данную точку (а, 8), представляются 
равнением 
у У-Ь=С(и— а) (4) 
и зависят от произвольного параметра С. Исключая этот параметр из предыду- 


щего соотношения и соотношения у’-=С, мы непо редственно придем к дифе- 
фенинальному уравнению этой системы прямых: 


УВ =У (х— а). (5) 
Обратно, уравнение (5) можно представить в виде: 


У 1. 


У ха’ 


<ледовательно, всякий интеграл этого уравнения удовлетворяет соотношению 
Гов (у — 6) = Гов (х — а) - Тов С, 
равносильному уравнению (4). 
Совокупность прямых у=С:х-- С., лежаших на плоскости, образует 
семейство, зависящее от двух параметров; его диференциальное уравнение есть 


_У’ == 0. Обратное предложение получается непосредственно. 
Окружности, лежащие в одной плоскости, 


+ у --2Ах--2ВуС=0 (6) 
образуют семейство, зависящее от трех параметров; следовательно, соответствую- 


щцее диференциальное уравнение должно быть третьего порядка. Диференцируя 
трижды предылущее соотношенне, получим: 


х уу! + А ВУ =0, ТУ 1 ВУ 0 | (7) 
Зу’у" уу" -- Ву" — 0. 

Исключая В из двух последних формул, придем к искомому уравнению: 
у" (1 + у'з) —_ Зу’ у"? — 0. (8) 
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Единственные плоские линии, удовлетворяющие этому уравнению, суть 
окружности и прямые. Мы вилим прежде всего, ‘что прямые суть интегралы, так 
как уравнение удовлетворяется, если у” — 0, и следовательно, у" =0. Предпо-., 
лпожим, что у’520; мы можем представить уравнение (8) в виде: 

у" Зуу” 
УГ ГУ? 
отсюда, обозначая через С! постоянное, не равное нулю, получим: 


3 ‚ 
Гоб у’ — 5; ой (1 — у'2) + Тор СЕ, 


или „ 
у з — С, . 
(++)? 
Интегрируя снова, будем иметь: 
у 
Ох - С», 
У 
ИЛИ 
ПИ Сх = С. 


"ПУ С». 


Интегрируя еще-раз, получим окончательно: 
Чуб =—У— (ах; 


это — уравнение окружности. 

_ Пользуясь следующим методом, указанным Альфаном (На!р\пеп), нетрудно 
получнть лиференциальное уравнение конических сечений. Если кривая второго 
порядка не имеет асимптоты, параллельной оси Оу, то, решая ее уравнение отно- 
сительно у, Получим уравнение вида: 


у=тх-- + ИА --2Вх-С; 
после двух диференцирований будем иметь: 
АС — В* 


” 


3? 


(Аж + 2х С)? 
или 
2 2 


(у) $ —=(АС— В) З (АР 2Вх + С), 


2 


(у) 3 
есть трехчлен второй степени относительно х. Слеловательно, чтобы ИСКЛЮЧИТЬ 


коэфициенты А, В, С, достаточно его продиференцировать трижды; искомоз 
диференциальное уравнение можно представить сокращенно в виле: 


так что 


2 
а3 р Ма 73 
(у) 3 


а = 5: 


Выполняя вычисления, мы придем к уравнению 

40" — дут" -- Эууу = 0. (9) 
Гаким способом мы можем получить и диференциальное уравнение парабол. 
$ 


В самом деле, для параболы мы имеем: А = 0, а (у")} есть двучлен первой 


степени. 
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Следовательно, диференциальное уравнение параболы в сокращенном виде есть 


2 
4? | и -> 
Я [6 } >| = 0, 
или, выполняя вычисления: 
Бу" —_ Зу"уУ — 0. (10) 


|. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 


Всякое диференциальиое уравнение п-го порядка, которое получается 
от исключения постоянных, имеет бесконечное множество интегралов, за- 
висящих от л произвольных параметров. Но совсем не очевидно, что 
всякое заданное диференциальное уравнение имеет интегралы. Это — 
основной вопрос, которым мы займемся в следующей главе. Здесь мы 
сначала рассмотрим несколько простых типов диференциальных уравне- 
ний первого порядка, интегрирование которых приводится к квадрату- 
рам. Существование их интегралов будет доказано самим способом их 
получения. Если с точки зрения чистой логики этот путь и можно кри- 
тиковать, то, во всяком случае’ он соответствуег историческому порядку. 

363. Разделенне переменных. Простейшим типом диференциального 
уравнения является уже изученное уравнение 


ау 
ЖД) (1) 
где /(х) — непрерывная функция, если независимое переменное х дей- 
ствительно, и — аналитическая функция, если х рассматривается как ком- 
плексное переменное. Мы видели, что это уравнение имеет бесконечное 
множество интегралов, которые можно представить формулою 


д 


у= | Иса -+ с, 


х. 


где нижний. предел х, можно рассматривать как данное постоянное, а 
С обозначает пронзвольное постоянное. Уравнение 


5 == (у) (12) 


можно привести к предыдущему, рассматривая у как независимое пере- 
менное и х как известную функцию; в самом деле, из него получаем: 


ах _ 1 
Чу 9(У’ 
и следовательно, 
_ЧУ_ 
Ф (у) 


$ 363—364 П. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 13 


Вообще, если диференциальное уравнение первого порядка решено 
относительно производной от неизвестной функции, то часто бывает 
удобио представлять его в диференциальном обозначении: 


Р(х, уах-- О(х, уау=0; (13} 


в таком виде не предрешается вопрос о выборе независимого перемен- 
ного, которым может быть как х, так и у. Если мы хотим ввести вместо х 
иу новые переменные и и 9, то достаточно заменить в уравнении (13) 
х, у, ах, 4у их выражениями через и, 9, ди, 49. Заметим также, „что 
можно, не меняя интегралов уравнения (13), умножать или делить обе 
части уравнения на один и тот же множитель м(х, у); надо только 
принять во внимание решения уравнения и(х, у)==0, которые при этом 
могут или появиться, или исчезнуть. Оба частных случая, которыми мы 
только что занимались, связаны с более общим приемом разделения 
переменных. Если диференциальное уравнение первого порядка имеет вид: 


хах- Уау=0, (14) 


где Х и 7 зависят только, соответственно, от хи у, то говорят, что 
переменные разделены. Уравнение интегрируется в квадратурах, так как, 
полагая 


(= 


“— > 


хах + | Уау, 
У 


мы можем представить это уравнение в виде 4И==0; его общий инте- 
срал есть И==С. 


Уравнение 
Хт, ах + Х,Уд4у=0, (15) 


где Хи Х, зависят только от х, а Ги !, зависят только от`у, мож 
но ‘привести к предыдущему виду, разделив обе части на Х.Г. Заме` 
тим на этом примере, что мы отбрасываем, таким образом, решения 
двух уравнений: Х, =0, У, =0. В самом деле, ясно, что если ‘у==ф 
есть решение уравнения 7, =0, то у=ф есть интеграл данного урав- 
нения, тогда как он, вообще, не содержится в общем интеграле но- 
вого уравнения. 
364. Олноролное уравнение. Всякое уравнение вида 


Чу _ „(У 
и—=/(х), (16) 


где правая часть есть однородная функция нулевой степени, называется 
однородным уравнением. Его можно привести к интегрируемому виду, 
полагая у=их, так что новые переменные будут х и и; в самом деле, 
мы имеем: 
Чу __ 
ах 


. а. 
"“Рха, 
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и уравнение (16) обращается в 


[4 
ход г и=Л(и). 


Переменные можно разделить, представив это уравнение в виде: 
ах ай 
Хх Ни -и’ 


и общий интеграл получается квадратурою: 


- 


аи 
х = Се?/ 7“; (17) 


достаточно заменить в нем и через >., чтобы иметь уравнение инте- 
гральных кривых данного уравнения (16)*. 
Общее уравнение этого семейства кривых имеет вид: 


==с+(%), 


где С — произвольное постоянное. Они все подобны между собою, при 
чем начало координат есть центр подобия, а меняется только отношение 
подобия в самом деле, предыдущее уравнение можно получить из урав- 
нения . 


И 


х \ 
изменяя в нем х и у, соответственно, в сис: Обратно, пусть будет 


дано какое-нибудь семейство кривых, подобных относительно начала коор- 
динат, соответствующее диференциальное уравнение будет однородным 
уравнением первого порядка. В этом можно было бы убедиться вычи- 
слением, но результат очевиден и непосредственно; в самом деле, каса- 
тельные к различным кривым этого семейства в точках пересечения этих 
кривых с прямою, выходящею из начала координат, должны быть па- 
раллельны между собою, и следовательно, угловой коэфициент У’ каса- 


тельной должеи- зависеть только от отношения > 
К однородному виду можно привести уравнения: 
ау ах Ре 
[9 С), (18) 
ах Ус . 
гдеа, в, с, а', в, с — произвольные коэфициенты, а $ иф не равны 
* Уравнение (16} допускает в качзстве иитеграла также и прямые у=’йх, гдз т — корень 


уравнения: =] (т). Эти прямые могут заключаться в общем иитеграле (как в случае уравнения 
х-- уу = 0), а могут представлять и особые иитегралы (ху’? = у). 
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одновременно нулю. В самом деле, чтобы это уравнение было однород- 
ным, нужно, чтобы было с==6' ==0. Полагая 


х=А-а, у=У-В, 


где Х и Г’— новые переменные, а а и В — постоянные, мы приведем 
рассматриваемое уравнение к виду: 


ау _ (5 НРУ-Е аа 58 <); 


ах аду аачньрс 
чтобы это уравнение было однородным, должно быть: 
аа В с—=0, аа вс =0. 
Если аб’ — 6а' не равно нулю, то эти два условия определяют 


постоянные а и В. В том частном случае, когда аб’ — ба' —=0, предиоло- 
жим, например, что 2520; мы будем иметь: 


ах Ву=А(ах-- 5у), 
где Ё— постоянный множитель, имеющий конечное значение. Полагая, 
ах фу==и, мы приведем рассматриваемое уравнение к виду: 


1 ай @а (2). 


И, 
5. ах 5г/ вис 


где переменные разделены. 
365. Линейные уравнения. инейным диференциальным уравнением 
первого порядка называется уравнение вида: 


а - 
Ни ХУ, =0, (19). 


гле Хи ЛХ, — функции от х. Если А} ==0, то это уравнение можно- 
представить в виде: 


-^-- Хах==0, (20% 


и его общий интеграл получается одною квадратурою: 
х 
_ | Хах 
УС (21 
Чтобы проинтегрировать полное уравнение (19), когда АХ) отлично: 
от нуля, мы посмотрим, нельзя ли удовлетворить этому уравнению, взяв. 
для у выражение вида (21), но в котором С рассматривается уже не как 
постоянное, а как неизвестная функция от х. Это предположение равно- 
сильно замене переменного у== 72, где г -— новая искомая функция, и 
У— какой-нибудь из интегралов уравнения (20;. Выполнив эту подста- 
новку и приняв во внимание соотношение (20), которому удовлетворяет 
функция 7, мы представим уравнение (19) в виде: 


г 
— = 0. 
бк Е 


#6 ГЛАВА ХУШ. ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ $-365 


Это уравнение интегрируется одною квадратурою, и мы получим: 


2 =— | ы ах-Е С, 

У . 
хде С — произвольное постоянное. Таким образом общий интеграл урав- 
чения (19) получается двумя последовательными квадратурами. Заме- 
няя Г его выражением, мы можем представить этот интеграл в следую- 
ицем виде: 


ие (с [хе аа ), (22) 


где нижние пределы обоих интегралов могут быть взяты произ- 


вольно. 
Мы видим, что общий интеграл линейного уравнения есть целая 


линейная функция произвольного постоянного интегрирования вида: 


у= С/(х) + (Хх), 
где 
Их) и 9 


— определенные функции от х. Это свойство характеризует линейные 
уравнения, так как, исключая постоянное С из предыдущего уравнения и 
из уравнения 


у = С/х) 9 (>), 


мы, очевидно, придем к соотношению, линейному относительно 
! 
уну. 

Этот результат можно представить .в другом виде. Пусть будут у, 
У, У три частных ийтеграла линейиого уравнения, соответствующие 
значениям С}, С., С, постояиного С. Исключая функции /(х) и $(х) 
‘из соотношений 


и = С, 1 (х) + $ (Хх), у = С.Л(Ю- (Хх), уз С, / (%) $ (х), 


мы придем к равенству: 
У 8 С 


У — У С, — С,' 


откуда видно, что для трех любых частных интегралов У, №, Уз 
линейного уравнения отношение 


У 


У. =» 


постоянно. Следовательно, если известны два частных интеграла уу, 
у› линейного уравнения, то мы непосредственно получаем общий инте- 
грал в виде: 


2—1 = сопз. 
У — У 


К этому можно прибавить, что, если известен только один частный 
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интеграл у, то мы получим общий интеграл одною квадратурою; в 
самом деле, полагая у==у, -- и, мы придем к уравнению 


аз 
д Ги =0, 


тождественному © уравнением (20). 
366. Уравнение Бернулли. Уравнением Бернулли называется уравнение 
вида: 


ау 
РУХ, "= 0, (23) 


где показатель п отличен от нуля и от единицы. Это уравнение приво- 
дится к линейному виду подстановкою у1-й —г. В самом деле, разде- 
лив обе части уравнения на у” и положив у1-"==2, мы получим: 


4 хх, = 0. 


1 — пах 


К этому же типу можно привести уравнение вида: 
$ (2) «++ (2) о+ьтачу-вю о, = 09 


где Е и т — произвольные числа. В самом деле, полагая у==их, мы 
можем представить рассматриваемое уравнение в виде: 


[9 (#) + иф (и)] их +хф (и) - &хт+? —=0, 


подстановка х^(+1 —2 приводит затем это уравнение к линейному. 


367. Уравнение Якобн. Уравнением Якоби называется уравнение: 
(а ах + а”) (х4у— уах) — 6 +9х- Му ау (е-ех+ гуах=0, (25) 
где а, а', а", 6, 9, 9”, с, с, с’ — постоянные коэфициенты. Если а==е-==0, 
то, разделив уравнение (25) на а'х +- а”у, мы приведем его к виду (24). Чтобы 
свести общий случай к этому частиому, положим: 
х=Х {а у=У+Ь 
где Х, У— новые переменные, и а, В — некоторые постоянные. После этой под- 
становки уравнение (25) примет вид: 
(пХ-4“У)(Хат — тах) — ` . 
— [В+ ИХ- У— (А+ахХ- а”) а— АХ а’+ (25') 
- [С+еХ- У (А-НахХ + а”) — А ах =0, 


1 


где 
А=а+аа{ а”, В=Ь-Ьа-- 68, Сы=ееа- ев! 

Это уравнение (25’) приведется к виду (24), если Аа — В==0, 8 — С==0. 

Таким образом задача сводится к определению постоянных а, В из этих двух 


условий; последние можно представить в более симметричном виде, вводя вспо- 
могательное неизвестное \: 


А—^—=0, В —да—=0, С 8—0. 


2 5. Гурса, т. П, ч, 2, 
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Исключая неизвестные а, }, мы придем к уравнению третьей степени отт.о- 
сительно 


а-— Х а' а” 
и—) [4 == 0. 


с' с с —\ 


Таким образом интегрирование уравнения Якоби зависит прежде всего от 
решения этого уравнения третьей слепени, в чем ниже мы убедимся другим 
методом. 


368. Уравнение Риккати. Уравнением Риккати (Е ссаН) называется 
уравнение 


4 
ии УХ, =0, (25) 


где Х, Х,, Х,—ф.нкции от х. В общем случае это уравнение не 
может быть проинтегрировано в квадратурах; при произвольных коэфи- 
циентах Х, А,, Х, его интегралы представляют новые трансцендентные 
функции, свойства которых мы изучим ниже. Но это уравнение имеет 
отношение к занимающему нас вопросу, так как оно обладает следую- 
щим свойством: если известен один частный интеграл уравнения Рик- 
кати, то его общий интеграл получится двумя квадратурами. 

Пусть будет у, один из частных интегралов уравнения (26). Выпол- 
нив замену переменного у==у, -г, мы придем к уравнению того же 
вида, но которое не должно содержать члена, не зависящего от 2, так 
как 2==0 есть интеграл нового уравнения; действительно, после этой 
‚замены мы получим: 


ЕЕ + <, - 2Ху,) = Ха =0, (27) 


и достаточно положить здесь 


чтобы привести уравнение (27) к линейному. таким образом наше пред- 
ложение доказано. 

Из этого получается несколько важных следствий. Общий интеграл 
получающегося линейного уравнения относительно & имеет вид ($ 365): 


и = С/(х) + %(х); 
следовательно, общий интеграл уравнения Риккати будет иметь вид: 
1 СВ (Хх + (х) 
у=у, + 9 (28) 


С) СК 9х) ° 


Это показывает, что этот инте‘рлл есть линейная рациочальная 
функция постоянного интегрирования. Обратно, всякое диференциаль- 
ное уравнение первого порядка, обладающее этим свойством, есть урав- 
нение Риккати. В самом деле, пусть будут /(х), %(х), Л (х), 9, (х) 
какие-нибудь четыре функции от х; все функции у, представляемые 
формулою (28), где С есть произвольное постоянное, удовлетворяют 


$ 368 |. УРАВНЕНИЯ ПЁРВОГО ПОРЯДКА ‚ 9 


некоторому уравнению первого порядка, которое нетрудно получить, 
решая соотношение (28) относительно С и диференцируя обе части по х. 
Таким образом мы имеем: 
С—= ф' —- У? 
У—Л ’ 
и соответствующее диференциальное уравнение 
(1—1) ($1 — ФУ — У9') — ($ фуд — 1)=0 


будет, действительно, вида (26). Пусть будут у,, у., У., у. частвые 
интегралы уравнения Риккати, соответствующие значениям С,, С., С., 
С, постоянного С. Так как в выражение (28) интеграла уравнения Рик- 
кати постоянное С входит линейно, то на основании теории ангармо- 
нического отношения мы имеем соотношение, которое легко проверить 
и непосредственным вычислением: 


ИУ. ву 4—1, 6 — С, 
Жму У С.— С, 6—0,” 


отсюда видно, что ангармоническое отношение любых ч тыпех част- 
ных интегралов уравнения Риккати есть постоянное. 

Эта теорема позволяет найти без всякой квадратуры общий интеграл урав- 
нения Риккати, если известны его три частных интеграла у,, у», уз. Всякий 
другой интеграл должен быть таким, чтобы ангармоническое отношение 

У У: 


У — У Уз — У» и 


было постоянно. Следовательно, мы получим общий интеграл, приравни- 
вая это отношение произвольному постоянному; мы Видим, что у будет 
линейною и рациональною функциею постоянного; отсюда следует, что 
предыдущее свойство ангармонического отношения четырех интегралов 
принадлежит только уравнениям Риккати. 

Заметим, наконец, что, если известны только два частных интеграла у. , 
У, то интегрирование уравнения (26) заканчивается одною квадратурою. 
В самом деле, сделав преобразование у==у, + 2, мы получим уравнение 
относительно 2, имеющее интегралом у, —У,; поэтому линейное урав- 


нение относительно и — — также имеет один известный частный инте- 


1 
грал, именно ————. Следовательно, мы найдем обший интеграл урав- 


У — У Я 
нения относительно и==-_ одною квадратурою *, 


* Все этн свойства уравнения Риккати можно также вывестн из того соображения, что урав- 
нение Риккати не меняет своего вида нд пои каком гомографическом преобразованни вида 


о 
У де И, ®. 91 — функции от х. Еслн известны однн, два или три интеграла уравнения 
42 й 
(26), то вс гда можно выбрать гомографическое преобразование таким образом, чтобы в преэбра- 
зованиом уравнечин Рик‹аги`оди!, два ‘или три коэфициента многочлена второй степенн относи- 
тельно = былн равны нулю. Личейное уравнение можно рассматривать как уравнение Риккатп, 
имеющее частный ингеграл у = ОО, г. е. такое, что уравнзние, получающееся из? него после иод- 


ста овки у=-_, должно иметь решение 2=0. 


2% 
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Приложение. Рассмотрим семейство кругов, лежащих в одной плоско- 
сти и зависящих от одного переменного параметра. Пусть будут а, $, Ю коорди- 
наты центра переменного круга в прямоугольных координатах и его радиус; по- 
ложим, что а, 6, Ю суть известные функции переменного параметра а. Найдем 
кривые, пересекающие каждый из этих кругов под известным углом У, постоян- 
ным или представляющим данную функцию от а. Координаты каждой точки М 
круга С с центром (а, 6) и радиусом Ю можно представить формулами:. 


х==а--А 1050, у=ё-- Ю эт 0, 
где @ есть угол между радиусом, проведенным в точку М, и направлением Ох 
Задача приводится к определению этого угла 8 в функции параметра а таким 


образом, чтобы линия, описываемая точкою ЛМ, пересекала круг С под углом И. 
Таким образом диференциальное уравнение задачи есть 


49 5 

ах 

св иИ= ; 
рые 
2 8 ах 


заменяя 4х и 4у их значениями, будем иметь после приведения: 
+ В’ с0$0 — а’ т 8 — с У(Ю' + а' с0$ 8 -- В" 51 6) = 0, 


тде 4’, 8, Ю' суть производные от а, ©, Ю по а. Взяв за новое переменное 


= у, получим уравнение Риккати: 
2ю и и - 8) —201—сву[Ю'а +в) а в +24 =0. (99) 


Следовательно, достаточно знать.одну`траекторию, чтобы получить все остальные 
двумя квапратурами. . 

Рассмотрим частный случай, когда траектории ортогональны; тогда угол У 
будет прямым, и его котангенс равен нулю. Если, сверх того; мы предположим. 
что центры рассматриваемых окружностей лежат на прямой линии, то мы без 
всяких вычислений знаем два частных интеграла уравнения (29), так как линия 
центров есть одна из искомых ортогональных траекторий, и она пересекает каж- 
дый круг в двух точках. Негрудно проверить, что в этом случае интегрирование 
приводится к одной квадратуре, так как, взяв линию центров за ось Ох, мы при- 
ведем уравнение (29) к виду: 


[14 РИ 
Кд а1=0. 


369. Уравнения, не разрешенные относительнр у’. Во всех предыду- 
щих случаях мы предполагали, что диференциальное уравнение решено 
относительно у’. Рассмотрим теперь диференциальное уравнение первого 
порядка Р(х, у, У) =0 общего вида. Пусть будет $ поверхность, пред- 
ставляемая уравнением Р(х, у, 2)==0, которое мы получим, заменяя 
в предыдущем уравнении у’ через =. Всякому интегралу у=Х(х) дан- 
ного диференциального уравнения соответствует кривая Г, представляемая 
уравнениями: 

у=/(х), г==(х); (Г) 


она лежит на поверхности 5, так как 
Вх, Их), <= 0. 


Но линия Г не может быть произвольною линиею поверхности 5; в самом 
деле, вдоль линии Г количества у и 2 суть функции от х, удовлетворяю- 
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щие соотношению 4у—гах==0, причем это соотношение сохраняет 
свой вид, если мы возьмем вместо х какое-нибудь другое независимое 
переменное. 

Обратно, пусть будет Г линия, лежащая на поверхности 5; коорди- 
наты х, у, 2 точек этой линии суть функции переменного параметра а. 
Если функции х = $, (а), у=Ч.(1), 2==.(а) удовлетворяют соотноше- 
нию Чу=@х, то из иих можно получить интеграл рассматриваемого 
уравнения. В самом деле, два первых уравнения х==ф, (а), у== 92(а) 
представляют некоторую плоскую кривую С; предположим, что у=7(х) 
есть уравнение этой кривой, разрешенное относительно у. Вдоль линии Г 
мы, по предположению, имеем г==7'(х); так как Г лежит на поверх- 
ностн 5, то Е[х, /(х), ГР (х)]=0, и следовательно, кривая Г есть инте- 
гральная кривая. Исключение представлял бы только тот случай, когда 
кривая С обращалась бы в точку, а линия Г-—в прямую, параллельную 
оси О2. Таким образом интегрирование уравнения Р(х, у, у) =0 равно- 
сильно разысканию кривых на поверхности 5, для которых имеет место 
соотношение: ду—гах—=0.. 


Предположим теперь, что координаты х, у, д точек поверхности 5$ 
выражены явно в функции двух переменных параметров и, : 


х==Л(и, 9), У=Ф(и, 9), 2==(и, 9): 


мы получим всякую кривую Г поверхности $5, установив некоторое соот- 
ношение между и и 9, чтобы эта кривая определяла интеграл, необходимо 
и достаточно, чтобы было 4у==г 4х, или 


аи о = фи (= ан -Ё 4%}, 


Таким образом мы получаем диференциальное уравнение вида: 


а 
аа =п(и, 9), 


аз 
разрешенное относительно Яд 


Такое преобразование особенно просто в применении к уравнениям, 
решенным относительно одного из переменных х или у. Рассмотрим 
например, уравнение 


У=Ах, у). (30) 


здесь можно взять за переменные параметры х и у’==р. Тогда поверх- 
ность $ представится уравнениями: 


х==х, 2==р, у=Их, р), ' 
и соотношение ду = 2 ах я в 


3/ ар 
аи эрах` вы 


Этот результат мож-о было бы получить и непосредственно, дифе- 
ренцируя уравнение (30) и заменяя у’ через р. Пусть будет р=(х, ©) 
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общий интеграл уравнения (31); чтобы получить из него общий инте- 
грал уравнения (30), достаточно заменить в формуле (30) у’ через ф(х, С). 

370. Уравнение Лагранжа. Рассмотрим как частный случай уравне- 
ние линейное относительно переменных х и у: 


у=хо (у) Ф(у'); (32) 


диференцируя обе части и обозначая у’ через р, мы получим уравнение: 
у ЧР ци, у ЧР 
р (р) 9’ (Р-Н 9 (р) чу. 


Рассматривая р как независимое переменное, а х — как функцию от р, 
мы можем представить это уравнение в виде: 


4. ‚ 
[ (2—2 ео + 2 (Р--У(р=0; 


это уравнение — линейное и интегрируется двумя квадратурами. Полу- 
чив х в функции р и внеся это значение х в формулу 


у= х® (р) + Ф(р), 


мы получим координаты х и у в функции параметра р и произвольного 
постоянного *. 

Нетрудно выяснить, как расположены в этом случае интегральные кривые. 
Замегим, ч10 х, а сле'овательно, и у суть нелые и линейные фувкции произ- 
вольного постоянного С: 


х= СР(р) + Ф(р), у= СРи(р) + Фи); (33) 
но функции Р(р), Р1(р), Ф(р), Ф/(р) не могут быть произвольными, так как 


т касательной; для этого должно 
быть Е’ (р)==РЕ" р), Фр) =р Ф'(р). Пусть будут Гу, Г, частные интегралы, 
соответствующие значениям С—0, С==1 постояиного: 
г [$ Г [Е 
У = Ф:(р), Ду, =) Фар); 
тогда уравнения (33), представляющие общий интеграл Г, можно представить 
также в виде: - 


параметр р представляет угловой коэфициент 


Г ес» 
У=СОи — 50) + У. 


Кривые Г», Г., Г имеют в точках Му(хь, м), Мих, У), Мцх, у), соответ- 
ствующих одному и тому же значению количества р, параллельные касательные, 
С другой стороны, из предыдущих формул получаем: 

УЦ С 


уу хм С 
М 
постоянно. Отсюда следует такое геометрическое построение: пусть будут даны 


мы видим, что три точки М, М, М, лежат на одной прямой, и отношение 


* Уравнение (32, можно также привести к линейному уравнению посредс1вом преобразования 
Лежандра (т, 1, $ 58). 

Однородные уравнеиня у= хо(у'), не разрешенные относительно у’, можно рассматривать 
как частные случан уравнения Лагранжа и интегрировать таким же образом. 

Уравнение (32) допускает в качестве ! нтеграла также и прямые у = тлх -+ ф (7), где т — корень 
уравнения 11 = $ (1). Этн прямые могут в некоторых случаях составлять часть общего интеграла, 
4 могут пгецетавлять собой и особые ингегралы, и 
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кривые Ть и Гу; соединим прямою линиею те точки Мь и М, этих кривых, 
8 которых касательные параллельны между собою, и возьмем на этой пря- 
ММ 
ММ, 
ному К. Когда точки М, и М, описывают кривые Гу, Г, точка М опишет 
интегральную кривую Г, и изменяя постоянное К, получим общии интеграл. 

371. Уравнение Клеро. Замечательный частный случай уравнения Ла- 
гранжа был еще ранее исследован Клеро (Санаш); уравнением Клеро 
называется всякое уравнение вида: 


у—хи 4 Ку). — (39 


Следуя общему методу, продиференцируем обе части этого уравнения 
и положим у’==р; мы придем к уравнению 


было равно данному постоян- 


мой такую точку М, чтобы отношение 


риф Ро. (85) 


Это уравнение удовлетворяется, если положить Чо, откуда р==С. 
Следовательно, общий интеграл уравнения Клеро будет: 
у= С*-- С). (36) 


Это уравнение представляет семейство прямых линий; нетрудно убедиться, 
что эти прямые, действительно, представляют интегральные линии урав- 
нения Клеро. Но мы также удовлетворим уравнению (35), полагая рав- 
ным нулю первый множитель х -[ /(р)==0. Отсюда следует, что суще- 
ствует еще другой интеграл уравнения (34), представляемый соотношениями 


&--/(р)=0, у=рх Кр); 


исключая р из этих двух соотношений, мы получили бы огибающую 
прямых, представляемых уравнением (36). Следовательно, уравнение Клеро 
имеет, кроме того, еще другой интеграл, представляющий огибающую 
прямых, образующих общий интеграл. Так как этот интеграл нельзя 
получить из формулы (36), какое бы частное значение мы ни давали 


постоянному С, то он называется особым интегралом. 


Мы приходим к уравнению Клеро, когда ищем плоскую кривую по каким- 
нибудь свойствам ее касательных, не зависящим от положения точки прикосно-. 
вения. В самом деле, пусть будет у=У(х) угавнение искомой кривой; так как 
уравнение касательной есть У=уХ-- у-— ху, то мы приходим к соотношению 
между У и у— ху, т. е. к уравнению Клеро. Ясно, что в этом случае настоящее 
решение задачи дает именно особый интеграл. Найдем, напр мео, такую кри- 
вую, чтобы пролзведение расстояния двух данных точек Еи Е' от каждой 
ее касательной было равно постоянному 8. Пусть будет 2с расстояние ЕЁ". 
Взяв середину отрезка ЕЁ’ за начало координат и прямую ЕЁ’ за ось Ох, мы 
придем к диференциальному уравнению: 


(у— ху) — = (1 — у), 
причем мы предположили, что обе точки Ри РЁ” лежат по одну сторону касатель- 


ной. Отсюда имеем: у= ху’ = У - ду, гдз 42—42 -- 62. Общий интеграл 
представляется семейством прямых 


у=Сх=у 52 -|- а2Са. 


34 ГЛАВА ХУШ. ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ $ 371—372 
Особый интеграл — огибающая этих рвы эллипс 
2. 
=; 
он представляет настоящее решение задачи. 


372. Интегрирование уравнений Р(х, у’) =0, Р(у, у)==0. Уравне- 
ния, содержащие только одно из переменных х или у, интегрируются 
в квадратурах, если их можно решить относительно у’ ($5 363). Если дан- 
ное соотношение — алгебраическое, то у есть или абелев интеграл, или 
функция, обратная абелеву интегралу. Всякий раз, когда данное соотно- 
шение нулевого или первого рода ($5 309), мы можем выразить х и у через 
функции некоторого переменного параметра или рационально, или через 
основные трансцендентные функции, например фи, си, би.’ Рассмотрим 
сначала уравнения Р(у, у’) =0 нулевого рода; мы можем выразнть у и 
у' как рациональные функции переменного параметра и, у=Х(и), у =А (и), 
и из соотношения 4у==у' 4х получим /'(и) 4и = (и) 4х. Таким образом 
переменные х и у выразятся через параметр # формулами: 


Уи), ха [Ни аи. (37) 


Такой же прием применим к уравнениям Р(у, у') =0, когда это соотно- 
шение — первого рода, но здесь должно взять для /(и), //(и) эллипти- 
ческие функции, и х и у выразятся через трансцендентные функции 
в, 6 8 ($ 326). | 

Точно так же можно поступать и с уравненнями Р(х, у’) ==0, когда 
соотношение — нулевого или первого рода; впрочем; их можно привести 
к предыдущему виду перестановкою хи у. 

ПРимЕРЫ. 1. Уравнение уу’ — 1) = (2 — у)? — нулевого рода; полагая 


2— у = уш, получим: у=1- 12, у= ити. Соотношение (у —= у’ 4х привимает 


1 

а следовательно: = НС, и общий интеграл 
1 

х—С` 

2. Возьмем уравнение у’3 — Зу'2— 9у1 — 12у2—=0; рассматривая в нем уи у 


как координаты точки, легко видеть, что это уравнение представляет уникурсаль- 
ную кривую чегвертого порядка, имеющую три двойных точки: 


(У=0, у =0), (==И -з. =). 


В самом деле, мы можем представить данное уравнение в виде: 
(У — 20 И = (Ву? + 2). 


Полагая сначала у’= и? — 1, получим Зуз—= (и -- 1)? (и —2), полагая-затем и—2=38, 
будем иметь окончательно следующие выражения для у и у’ через параметр & 


Соотношение ду — у'@х приводится здесь к ах (1'-- #) = 4, отсюда находим; 
= (НС): 


в этом случае вид: @х=— 


рассматриваемого уравнения есть у=х— С — 
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следовательно, общий интеграл предложенного уравнения будет 
у=3% (х + С +3 83-0). 


3. Пусть будет Ю (у) многочлен третьей или четвертой степенн, первый со 
своею производною. Рассмотрим диференциальное уравнение 


У=Ю 0). | (38) 


Мы видели выше ($ 330), что этому соотношению первого рода можно удовле- 
творить, полагая у ==} (и), у’ = (и), где Х(и) есть эллиптическая функаия второго 
порядка. Условие 4у— у’ 4х обращается в 4и-= 4х, и, следовательно, общий инте- 
грал уравнения (38) есть эллиптическая функция у==У(х -+ С). 

Если степень многочлена Ю (у) ниже третьей, или если этот многочлен, хотя 
и третьей или четвертой степени, не булег первым со св ‚ею производною, то 
соотношение (38) — нулевого рода. Применяя предыдущий метод, ‘мы ' можем 
выразить у и у’ через рациональные функции параметра и, и нетрудно убедиться, 
что общий интеграл есть или рациональная функция ог х, или рациональная 
функция от еах. 


373. Интегрирующий множитель. Метод интегрировання разделением 
переменных был обобщен Эйлером. В самом деле, рассуждение $ 368 
применимо ко всякому уравнению первого порядка: 


Р(х, уах-- 9(х, у) 4у=0, (39) 


коэфициенты которого Ри © зависят от обоих переменных хи у, если 
ЭР _ 99 
только будет у = Эх 
чтобы Рах-- О4у было полным диференциалом от некоторой функции 
((х, у), причем, как мы выше видели (т. 1, $ 144), эта функция полу- 
чается посредством квадратур. Следовательно, уравнение (39) тождественно 
с уравнением &И==0, и мы получим его общее решение, установив 
между хи у соотношение вида ((х, у) = С. Таким. образом уравненне (39) 
интегрирует.я в квадратурах всякий раз, когда коэфициенты Ри @ удо- 


. Это условие необходимо и достаточно для того, 


9Р 909 
влетворяют условию: — =. 
ду 9х 
Очевидно, что для того, чтобы можно было приложить предыдущий 
9Р 309 
метод, нет необходимости, чтобы было ух, достаточно знать 


_ интегрирующий множитель, т. е. такой множитель (х, у), чтобы про- 


изведение 
№(х, УР +94] 
э(иР) __ 3089) 


удовлетворяло условию интегрируемости ‚ или, раскрывая: 


ду 9х 
9, 9, 9Р 909 
Р-— 9 - ——-“} = 0. 
ду 9х и ду ”) о (40) 


Таким образом разыскание интегрирующих множителей приводится к инте- 
грированию уравнения (40), т. е. к интегрированию линейного уравне- 
ния в частных производных первого порядка. Можно подумать, что, 
поступая’ таким образом, мы ставим интегрирование уравнения (39) в за- 
висимость от задачи, повидиу ому, более трудной; но должно заметить, 
что для применения этого метода достаточно знать какое-нибудь частное 
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решение уравнения (40), и во многих случаях можно найти частный 

иитеграл уравнения (40) более или менее прямыми приемами. Найдем, 

например, в каком случае уравнение (39) имеет интегрирующий множи- 
9 . . 

тель, не зависящий от х. Если мы предположим у=0, то уравнение (40) 


обращается в 


эн „ [3Р_ 39 
Ру эх) 


и выражение не должно зависеть от у; в этом случае мы полу- 


9 
чим интегрирующий множитель м одною квадратурою. Предположим 


9Р 
сверх того, что О == 1; тогда —— должно быть некоторою функциею Х 


ду 
переменного х, и уравнение (39) есть линейное уравнение 
ау + (Ху-+- Храх=0.` (3 3} 


В этом случае уравнение (40) имеет решение: 


г. 
[ хах 
ие», 
и нетрудно убедиться, что, умножив уравнение (39") на этот множнтель, 
мы получим в левой части полный диференциал: 


г. 
ха ха р ха» 
2  (4у- Хуах- Х, ах) =4\ уе® + [хе ах |=0; 
/ 


% 


дальнейшее интегрирование требует таких же вычислений, какие мы имели 
в первом методе ($ 365). | 

Ниже мы увидим, что при весьма общих условиях, которые всегда 

выполняются в случаях, рассматриваемых здесь, уравнение (40) имеет 

бесконечное множество интегралов. Если мы знаем один интегрирующий 

множитель м., то все остальные можно получить следующим образом. 

Положим и— 9, тогда уравнение (40) обращается в 

99 39 

РР — — —=0: 40' 

у =; (40) 

но мы знаем одну функцию, удовлетворяющую этому соотношению: это 

функция И(х, у), полный диференциал которой равен + (Рах-Р О 4у); 

в самом ‘деле, ее частные производные 3х’ эу РАВНЫ соответственно 

х у 

шР и ВО и удовлетворяют уравнению (40’). Следовательно, мы имеем 

9990 390 

ду 9х 9х ду 

и общее выражение интегрирующих множителей есть „= нФ(И), где 


==0; отсюда видно, что должно быть © =$(0), 


также 
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ф — произвольная функция: от И. Нетрудно проверить, что м есть дей- 
ствительно интегрирующий множитель; в самом деле, умножая на ф (0) 
тождество р 
и (Рах - 94 =40, 
получаем: 
№0) (Рах-ф 94) =х(0) а(, 


и правая часть есть точный диференциал функции 


В = (9) 40. 
Отсюда вытекает важное следствие: если |) и р, — два интегрирующих 
множителя, то отношение №? есть функция от И. Если это отношение 


1 
не есть постоянное число, то общий интеграл диференциального уравне- 


ния будет Я — соп5й. 
1 
Последняя теорема позволяет в некоторых случаях находить интегри- 
рующий множитель. Рассмотрим диференциальное уравнение 


Рах —- Оау-- Р,ах- 9, 4у=0, (41) 


где Р, Р., Ц, 9 — функции от х, у, и предположим, что мы умеем 
найти интегрирующие множители для каждого из выражений Рах- Фау, 
Р, ах + ©, ду. Общее выражение интегрирующих множителей для Р ах-|- 
-- О 4 есть во (И), гле н— уже известный множитель, (0 — функция 
от х и у, получаемая квадратурами, и х — произвольная функция. Общее 
выражение интегрирующих множителей для Р, ах - © 4у также есть 
мФ (О), где м, и И, — определенные функции и Ф — произвольная 
функция. Если можно выбрать функции $Ф и Ф так, чтобы было 


и (0) == 1$ (0), 
то мы будем иметь интегрирующий множитель и для данного уравне- 
ния (41). 
Рассмотрим, например, уравнение 
ах ау -- вуах -- хтуп(ах ау -- Ву 4х) —=0, 
где а, 6, а, } — постоянные. Всякий инегрирующий множитель для ах 4у -|- вуах 


имеет вид у? (У): точно так же всякий интегрирующий множи!ель второй 


части имеет вид: ф(хВу<). Чтобы иметь общий интегрирующий множи- 


хт+ дул+ 4 
тель, достаточно найти два таких показателя р и 4, Чтобы было хтуп(хвуа)р — (хЗуз)4, 
что равно. ильно условиям: 

ра — да +п=0, р — 48 +т=0. 


Эги условия совместимы, если 48 — фа не равно нулю, и определяют инте! рирую- 
щий множитель вида: хМ ум. По умножении на этот интегрирующий множитель 
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Ч—1 
рассматриваемое уравнение принимает вид. оР-149-- 9; @а%9,==0, где у== хвуа, 
9 = Х8 уз, и интегрируется непосредственно. 


а 
В том случае, когда а8 — а —0, мы имеем ЕЖА и можем предста- 


вить данное уравнение в виде: (ах у -- Вуах) (1- Ёхтуп) = 0. 


Примечание, Если известен общий интеграл днфергнциального уравчеиия первого 
порядка, то легко получить и интегрирующий множитель этого уравнеиия, В самом деле, пусть 
будет Кх, у) = С общий интеграл уравнения (39). Днфереициальное уравнение кривых, представляе- 


мых уравнением (39), можно ииаче предсгавнть в виде: 9% ах + У = 0; чтобы оно было тож- 


х 
их и 
дественно с уравнением (39), должно быть т = ду, общее значение обоих предыдущих отноше- 
ний и есть, очевидно, интегрирующий множитель для Рах- О ау. Всякий другой интегрирующий 
множитель равен первому множителю, умноженному на пронзвольную функцию от {(х, :у). 
374. Приложение к конформному отображению. Теорня интегрирую- 
щего множителя имеет важное приложение в задаче о конформном отоб- 


раженин. Пусть будет 
45? = Е 4и? | 2Раи 49 + В 4? 


квадратичная форма от @4и и 49, коэфициенты которой Е, Р, С суть 
аналитические функции от и, 9 и притом такие, что ЕС — ЕЁ? не равно 
нулю. Выражение для 45? можно представить иначе в виде: 


45? — (а4и | 6 49) (а, ай -- 6, а,, 


где а, 6, 21, 6, — также аналитические функции от и, 9. На основании 
теоремы, которая будет доказана ниже со всею строгостью, каждое из 
выражений а 4 -- Ба, а, 4и |- В, ау имеет бесконечное множество инте- 
грирующих множителей, которые также будут аналитическими функциями 
от и и 9. Если в, м. — два таких множителя, то мы имеем тождест- 


венно: 
и(ааи + $45) =40, в. (а, 4и + 6, 49) =а40,, 


и, следовательно, 
и: 452 =ав040,- 
Положим: 
И 
тогда 
Еа-- 2Раи 49 | вах = \ (ах? - а7?). 


Следовательно, всякая аналитическая поверхность может быть изобра- 
жена на плоскости с сохранением углов. Если поверхность действитель- 
ная, то можно предположить, что действительные точки поверхности 
соответствуют действительным значениям переменных ии 9; при этом 
‚ коэфициенты Е, Р, С будут действительными, а @ и @4.,а также 6 и 
`р:,—мнимыми сопряженными. Ясно, что мы можем взять для щи м, 
и, следовательно, для (‘и (М, миимые сопряженные значения, так что 
действительным значениям ий и ® будут соответствовать действительные 
значения Х и У. Следовательно, действительным точкам поверхности 


соответствуют действительиые точки плоскости. 
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Так как всякая аналитическая поверхность может быть представлена 
на плоскости с сохранением углов, то отсюда следует, что любые две 
аналитические поверхности могут быть конформно отображены одна 
на другую. 

375. Уравнение Эйлера. Для интегрирования различных видов дифе- 
ренциальных уравнений применялись весьма разнообразные искусствен- 
ные приемы. Один из замечательных примеров этого рода принадлежит’ 
Эйлеру в применении к уравнению, получившему название уравнения 
Эйлера. Это — уравнение вида: 


ах Чу ‘ 
УУ 
где Хи у суть многочлены четвертой степени, зависящие соответственно 
отхиуи имеющие одинаковые коэфициенты: 


Х=ам- ах ах? ах а., 
У ау*-{ аз - ау? -азу- а.. 


Так как переменные разделены, то мы получим общий интеграл урав- 
нения (42, двумя квадратурами, которые введут две трансцендентные 
функции, зависящие соответственно от хи у. Эйлер открыл основное 
свойство интеграла этого уравнения, послужившее исходным пунктом для 
теории эллиптических функций, показав, что интегральное соотношение 
между х и у, на первый взгляд трансцендентное, на самсм деле будет 
алгебраическим. 

Рассмотрим предварительно тот случай, когда Х’ есть многочлен вто- 
рой степеии и притом не точный квадрат; линейною подстановкою его 
можно привести к виду: Х == А(х? — 1); в этом частном случае уравне- 
ние (42) принимает вид: 


ах + ау 
ИУ—ж Ум 
Освобождаясь от знаменателя, мы можем представить последнее уравне- 
ние в виде: 


У! — у2ах И — аа ИТ— я -Руу1 —^?) 


Но реаугя)=° 


отсюда видно, что мы имеем тождественно: 


УТУ = 
Ув - Ц У) 


= 0. (43) 


Следовательно, выражение Уй— 2) 1—2) — ху есть интегрирующий 
множитель для уравнения (43), и общий интеграл этого уравнения будет 


иметь вид: 
хУ1— у УИ! — = С, (44) 
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или Уп аб-у)—л=С, (45) 


так как уравнение (43) имеет два интегрирующих множителя 


1и И (11—47) (1—2) —ху. 


Нетрудно убедиться, что обе формулы (44) и (45) равносильны, так как 
мы имеем тождественно: 


(УТ фуга юра 


Освобождаясь от корня, мы можем представить общий интеграл (45) 
уравнения (43) в виде: 


ху 2С' ху + С? — 1=0, (46) 


где С’-- произвольное постоянное; уравнение (46) представляет семей- 
ство кривых второго порядка, касающихся четырех прямых х == +1, 
у=-1. 

Смелым наведением Эйлер пришел к формуле такого же вида, но 
более общего характера, относящейся к случаю, когда Х есть любой 
многочлен третьей или четвертой степени («Та$иНопез сасиН ицертаИз», 
т. мл. Уи \). 

Пусть будет Р(х, У) многочлен второй степени, зависящий от двух 
переменных х‘и у и симметричный относительно каждого из переменных: 


Е(х, у) = А, у? -- Аху (ху) 
+ Аз -- у?) -- Аху - А, (х + у) -- А. 
Этот многочлен зависит от шести произвольных коэфициентов А,, А,, 


А., А., А, Аз, и соотношение Р(х, у) ==0 можно представить в двух 
равносильных формах: 


Е(х, у)= Му | М --Р =0, (48) 
Е(х, у) == М. х -- Мх--Р, =0, 
где М, №, Р суть многочлены второй степени по х: 
М=А.х--Ах-А, М=аАю- Аха Р=Ам--А,х--Аь, 
а многочлены М,, №, Р; получаются из М, М, Р заменою х через у. 
Из соотношения Р(х, у) =0 выводим Е,4х Е, 4у==0, или, ‘заменяя 
Б, и Ё, их выражениями, имеем: 
(2М,х + М) ах- (2Му -- М) ау==0. (49) 
Из соотношений (48) получаем: 
2Му-- М=--У № — 4 МР, ЗМх-- М, =-У №—4М.Р,, 


(47) 


и формулу (49) можио представить иначе в виде: 
м _® — 0. 
У№— 4МР `У№ —4мМ, В, 


Это соотношение будет тождественно с уравнением (42), если будет 
№ —4МР = Х, откуда по симметрии следует равенство: № — 4М.Р, = У. 


(50) 
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Так как многочлены М, №, Р — второй степени, то многочлен №2 —4МР — 
четвертой степени, и нужно выразить, что два многочлена четвертой 
степенн тождественны между собою, для чего требуется только пять 
условий. Так как мы располагаем шестью коэфициентами 4, многочлена 
Б(х, У), то мы виднм, что один из этих коэфициентов останется про- 
извольным. Следовательно, существует бесконечное множество многочле- 
нов вида (47), зависящих от одного произвольного постоянного С, и 
таких, что из соотношения между переменными хи у 


Е (х, у) =0 (51) 


можно вывести соотношение (42). Следовательно, соотношение (51) пред- 
ставляет общий интеграл рассматриваемого уравнения. 


Вычисление, нужное для действительного определения многочлена Р(х, у), 
можно упростить, пользуясь следующим геометрическим представлением, данным 
Якоби. Чтобы иметь дело с общим случаем, рассмотрим многочлен Четвертой 
степгни РА (#), первый со своею производною; пусть будут В, &, &, & корни урав- 
нения А (2) =0. С другой стороны, пусть будет У какая-нибудь кривая второго 
порядка, координаты х, у точек которой выражены в функции переменного пара- 
метра { рациональными дроЗями второй степени, так что каждой точке (х, у) кри- 
вой У соответствует одно значение параметра & обозначим через и, Мо, Тз, Та 
точки кривой У, соответствующие значениям &, &, &, Ё параметра. Наконец, 
пусть будет у’ другая кривая второго порядка, проходящая через четыре точки 
та, ть ть, та. Всякая прямая, касьющаяся кривой У’, пересекает кривую У в двух 
точках: Ми М'; если Ёи #Ё суть значения параметра, соответствующие точкам М 
и М, то соотношение между Ёи Ё и будет искомого вида. В самом деле, оче- 
видно, что это соотношение снмметрично относительно Ёи Ё и, сверх того, вто- 
рой степени относительно каждого из переменных, так как, например, через 
точку М' можно провести только две касательных к кривой У’ н, следователь’ о, 
каждому значению # соответствуют только два значения & 

Пусть это соотношение будет: 


ЕР) =0. (52) 
Как мы видели выше, из него можно вывестн соотношение между дифе- 


ренциалами 46 АЁ вида: 
а а 


и =0, 
УР УР) 


(53) 


где Р() есть многочлен четвертой степени. С точностью до постоянного мно- 
жителя этот многочлен Р( т ждествен с Ю. В самом деле, ак как 
уравнение (50) показывает, что многочлен Р (4), составленный по вышеуказанному 
способу, есть дискриминавт многочлена Р(Ё, #), рассматриваемого как функция 
от, то корни уравнения Р(=0 суть те значения Ь для которых два’ значе- 
ния #, определенные из уравнения Р(&, Ё) =0, совпадают между собою. Но алге- 
браический смысл соотношения (52) показывает непосредственно, что это можег 
иметь место только в том случае, когда обе касательные к кривой У', выходящие 
из точки М, словаются между собою, т. е. если эта точка М есть одна из 
точек и, ть, тз, ть в которых кривые У и Х' пересекаются между собою, так как 
только в этом случае две касательные, проведенные к кривой У’ из точки М, 
взятой на кривой У, сливаются можду собою. Следовательно, чтобы получить 
общий интеграл уравнения 
а а 


= —— =0 
ую Уюе) 


где  А=ай- а. В + 08 + вЁ-+ а, которое отличается от данного уравне- 
ния (42) т`лько обозначениями, мы приходим к следующему методу, требующему 
только рациональных операций. Сначала составим общее уравнение кгивых вто- 
1 ого порядка У", проходящих через четыре точки т, ть, Тз. ть кривой », затем 


(54) 
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выразим условие, что прямая, соединяющая точки Ми М' кривой У, соответст- 
вующие значениям Ёи Ё параметра, касается кривой У’. Полученное соотношение, 
содержащее произвольное постоянное С, есть общий интеграл уравнения Эйлера. 

Чтобы выполнить вычисления, возьмем за У параболу у —=х и положим 
х=й, у-=Е Кривая второго порядка %, представляемая уравнением 


Алхз -- А’ у? -- 28"ху + 2В'х + 2Ву + А" —0, (55) 


пересекает кривую У в четырех точках, определяемых уравнением четвертой сте- 
пени относительно [, которое получим, заменяя х через # и у через & Чтобы 
эти корни совпадали с корнями уравнения ^ (Ё} ==0, достаточно иметь: 


А= а, А’ 28' = 28" = а, 2В аз А" = а, (56) 
Так как коэфициент В’ остается произвольным, то мы голожим В’ == С, что дает: 
А’ —= [22 —2С. 


Напомним теперь, что тангенциальное уравнение кривой У, т. е. условие того, 
чтобы прямая ах -- Ву 1=0 касалась этой кривой, имеет вид: 


А В В' а 
В АВВ о 

в В №! “ (57) 
ав 1 оО 


Уравнение прямой, соеднняющей точки (В, #) и (2, #) кривой У, есть 
хуй =0; 
следовательно, мы можем положить: 
а—1, В—=- (Е #), у. 


Подставляя полученные значения для А, В, А’, В’, А", В", а, 8, тв условие (57) 
и заменяя Ёи Г соответственно через х и у, мы приходим к общему интегралу 
уравнения Эйлера в следующей форме, ланной Стильтьесом (ЗНеез): 


а | э С 1 

ЕТ @3 

2 6-26 9 С 0 (58) 
[в р а ху 

1 (ча лу 0 


Это уравнение представляет семейство кривых четвертого порядка, имеющих 
две бесконеч о удаленных двойных точки, лежащих соответственно на осях Ох 
и Оу. Так как уравнение (58) — второй степени относительно постоянного С, то 
через каждую точку плоскости проходат две кривых семейства, что нетрудно 
было предвидеть, так как предложенное диференциальное уравнение дает два про- 

4 в а 
тивоположных значения Е для каждой точки (х, у). Эти оба значения т дела- 
ются равными между собою только в том случае, если точка (х, у) принадлежит 
кривой ХУ-—=0, которая распадается на четыре прямых Д,, 0%, [%, Да, парал- 
лельных оси Оу, ичетыре прямых А, А», Аз, Ал, параллельных оси Ох. Предста- 
вим уравнение Эйлера в виде У4л?— Хау? —0 и возьмем точку М (х, У) на 
одной из прамых А, например на А. Для координат точки М мы имеем У—0, 

. пн 4 
Х-2 0, и уравнение Эйлера дает для двойной корень т =0, Через эту точку М 
проходит первая интегральная кривая, нменно, самл прямая 4. Но можно 
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убедиться, что кривые, представляемые формулою (58), имеют своею огибающею 
сопокупность восьми прямых, определяемых уравнением ХУ=0, так что через 
точку М прямой А, проходит еше другая интегральная кривая, касающаяся пря- 
мой А. Злесь мы имеем новый пример особых интегралов, так как восемь пря- 
мых Д);, А; не содержатся среди кривых, представляемых обшим интегралом (58) 


Примечание. При выводе формулы {58) мы предполагали, что многочлен К (х ) — четвер- 
той степенн, первый со своею пронзводною. Но ясно, чго* полученный намн результат допускает 
прямую проверку, в которую последнее предположение не входит. Например, применяя общий 
метод ($ 362), можно было бы составить днференцнальное уравнение крнвых, представляемых `урав- 
нением (58); полученное уравненне было бы необходимо тождественно с уравнением Эйлера при 
всяких значениях козфициентов а, а.,..., а, так как оно тождественно с ннм, когда эти коэфн- 
циенты не удовлетворяют никакому частному соотношению. Следовательно, фо. мула (58) приме- 
нима ко всем-случаям. 


376. Метод, основанный на теорёме Абеля. Общий ингеграл уравнения 
Эйлера также очень легко вывести из теоремы Абеля. Пусть теперь Р (х) обозна- 
чает многочлен третьей или четвертой степени, первый со своею производною, и 
рассмотрим кривую С, определяемую уравнением. у? = А (х). Если переменная 
алгебраическая кривая С’ встречает кривую С только в трех переменных точ- 
ках М, Мо, Мз, то, как мы доказали выше ($ 360), коорцинаты этих трех пере- 
менных точек (ху, 1), (ха, Уз), (хз, Уз) Удовлетворяют соотношению 


У Уз Уз 


Если секущая кривая С’ зависит от двух переменных параметров, которые 
можно выбрать таким образом, чтобы две точки пересечения (х\, У), (ха, Уз) сов- 
пазали с двумя любыми заранее выбранными точками кривой’ С, то координаты 
третьей точки пересечения (хз, Уз) будут функциями. коордизат двух первых 
зочек (хь У! Хз, У2), удовлетворяющими соотношению (59). Следовательно, уравне- 
ах, ам 
—- + ——^“ 
У № 3 а 
ж=5013ё. Так как точки (х, у!), (ха, у2) лежат на кривой С, то мы имеем: 


а. 
У —=А (х!), у— Ю (х5), и уравненне т + 
в виде: ' 


ах В 
ние — 0 равносильно уравнению --* = 0, общий интеграл которого есть 


х 
мун =0, которое можно представить 
. р 


4 0 (60) 
УК (х) УР) 
тождественно с уравнением Эйлера, только в других обозначениях. В формуле, 
определяющей общий интеграл | ` 
ж=ЕР (ль Уз ха, Уз) = 601%, .(61) 


должно заменить у: и уз соотве ственно через У В (х!) и УР (х5), причем в фор- 
мулах (60) и (61) корни должны иметь одни и те же знаки. Таким образом Мы 
здесь получаем для общего интеграла формулу, содержащую корни, тогда как 
формула (58) рациональна. Но иррациональный вид иногда более выгоден. 
Выполним вычисления, предполагая, что многочлен Ю (х) приведен к нормаль- 
ной форме Лежандра Ю (х) = (1 — х2) (1 — 2х2), где #2 отлично от нуля и еди- 


ницы. Парабола С" 
у= ам + 9х +1, (62) 


встречает кривую С, прелставляемую уравнением у? =А(х), в точке (х==0, 
у=1) и в трех переменных точках, абсциссы Ху, ха, хз которых суть корни урав- 


нения р 
(аа — вх Зав + (2+ + 10-4 26=0,. (63) 


которое получим, исключая у и отбрзсывая множитель х. 
Из этого уравнения выводим соотношення: 


а Иа +1 
даж = Ш, дева Е ежа Ч аа , 


3 э. Гурса, т. [, ч. 2 
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2 


а = ав 


и, следовательно. 

ж + ха + а = ах. (64) 
Но мы можем определить @ и В, выразив, что парабола С’ проходит через две 
точки (хь У), (хо, Уз). В частности, мы имеем: 


— Уна — Уи. 
п, 


внося это значение а в предыдущую формулу, мы получим окончательно выра- 
жение для хз через ху, уз, Хо, Уз: 
м — 


= Хау — ху: ` 
Следовратель":0, общий интеграл уравнения Эйлера 
ах! _ ах _ 
Ук (2). УК 


Хз 


=0 (65) 
‚пред‘ тавится формулою: 
© — г 
Хз — ——— ———. = 
ху К (9) — м У К 05) 
377. Теоремы Дарбу. Рассмотрим диференциальное уравнение вида: 
— Е 4у + Мах + №х 4у— уах) =0, (67) 


с. (66) 


‘где , М, № — целые многочлены относительно х, у степени не выше т, при‹ем 
по крайней мере один из них будет степени т. Чтобы соотношение и (х, у) = с01$% 
представляло общий интеграл уравнения (67), необходимо и достаточно, чтобы 

ди и ` 
уравнение (67) было тождественко с уравнением эх ах + зу =0, откуда выте- 


кает равенство: 


ди ди ди [2 
М —М [хх — —} = 0. 68 
эх 1 ду ( и +7.) (68) 


, х 
`Это условие принимает более симметричный вид, если мы заменим х через 


иу через = , где 2 есть фиктивное переменное, которое после выполнения ука- 


занных действий мы всегда будем предполагать равным единице. После такой 
замены и (х, у) обращается в однородную функцию иулевой степени и, следова- 
‚тельно, мы имеем: 


Поэтому условие ‹68) прннимает вид: 
ММА — А, (69) 
9х ду 92 `. 


и, обратно, если мы получнм однородную функцию нулевой степени и (х. у, 2), 
удовлетворяющую соотношению (69), то и(х, у, 2) = соп${ представляет общий 
‘интеграл уравнения (67). 

Дарбу показал *, что можно со тавить функцию и (х, у, 2), удовлетворяющую 
этим условиям, когда известно некоторое число частных алгебраических интегра- 
лов уравнения (67). Предположим, что уравнение (67) имеет алгебраический инте- 
ООО 


* „бит 1ез бацаНопз ЧЁ 6тепНецез абы чиез Чи ргепиег ог@ге её Чи ргепцег Чергб“ ‘ВиЦецп 
4ез Зцепсеу ташетайциех, 1578). ` 
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грал, определяемый соотношением / (х, у) =0, где }(х, у) — веразложимый много- 
член степени й. Повторяя предыдущие вычисления, мы видим, что соотношение 


Ум -^(* + у >= о. (0) 
Ра “, 9х у 
должно быть следствием уравнения Х(х, у) =0. Если мы и здесь заменим х 
через = ‚ У через >. и затем умножим на 2й, то }(х, у) обратится в однородную 
функцию от х, у, 2 степени й, удовлетворяющую соотношению 
у /, 9 | 
х А-а = 
9х У ду ы 92 у 
а условие (70) примет вид: 
АЕ + Муму, = МАУ. (71) 


Эго условие удовлетворяется не тождественно, но при условии бу, 2) =0. 
Ток как по предположению это соотношение неприводимо, то, должно быть: 


А =*/, (72) 


где & обозначает многочлен относительно х, у, 2, который должен быть степени 
т —1, так как, если степень функции Хесть А, то степень А (}) равна т + #—1. 

Предположим теперь, что мы вашли р алгебраических иитегралов уравне- 
ния (67), определяемых р соотношениями 


Л (х, У) =0, Ё (х, У—0,...,/р(х, у) ==0, 


где Д, /»..., Л» — неразложимые мно очлены степеней й, й,..., Йр. Для 
этого неоходимо, чтобы имели место р тождеств следующего вида: 

А (7) =КЮ Л, АЛ) = Кай»... › А (р) = Кр#р› (73) 
причем степень всех многочленов Ау, Ко, ...’› К равна т —1. 


Заметим, что символ оперяции А (/) обладает свойствами, аналогичными свой- 
ствам производной, и, в частности, к нему можно приложить правило диференци- 
рования сложных функций: если Е (и, 9, &) есть какая-нибудь функция от и, 9, ®, 
то мы имеем: 


д 
АРА Ад А А) 


Следовательно, если мы положим и = 1‘ /7 ... р, где а, а, ... ‚ ар — неко- 
торые постоянные, то мы будем иметь: 


Аа... РА) + #1 2 22-1 ... ДРАМ... 


или, принимая во внимание формулы (73): 


А (и) = (а Ка + К - ... + Кри. (73') 
Функция и(х, у, 2) — однородная степени ай, - а. -- ... Рарй,. Если 
можно выбрать постоянные а, ..., а, такнм образом, чтобы было 
и +... брйр 2о} (14) 
Ка -= ... + Кр == 0, 


то уравнение и (х, у, 2) = = ©0084 представит, на основаннн доказанного выше, 
оощий интеграл рассматриваемого уравнения. 


Уравнения (74) составляют систему тт. т тт 1) -- 1 однородных уравнений отно- 


так как во втором уравнении многочлен степени т — 1 


р’ 
тт- и 
относительно х и у содержнт ————^ членов. Мы, наверное, сможем удовле“ 


сительно &1, %,..., а 


3 
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творить этим уравнениям значениями а;, которые не равны все нулю, и, следова- 
тельно, закончить интегрирование всякий раз, когда неизвестных будет больше, 
чем уравнений, т. е. когда будет 
т (т + 1) . 
Ро +2. (75) 
Это — перзая тгорема Дарбу. Еслн уравнения (74) не незавнснмы, то можно 
лля них найти решения и тогда, когда р не достигает предыдущей гра- 
т(т- 1) 
НИЦЫ —;— +8 в мемуаре Дарбу приведено много примеров этого рода. 


т(тЪ-- 1) 
2 


Если известно только р = +1 частных алгебраических ннтегралов, 


то можно выбрать р постоянных а; такнм образом, чтобы удовлетворялись 


условия 
: 9 эм эм 
ва + ааКа + ++. РарКр = — 5,„— 8’ | (76) 


зай: ай +... ай, =— т—2, 
т ( 


которые равноснльны системе ии У + 1 линейных неоднородных уравнений 
Полученная таким образом функция и удовлетворяет уравнениям 

ди 
ду 


ди ди 9. эм, эм 
ГА м м = 0, 
А ы НУ 


а + (т 20; 
9х ду 92 


ди 
отсюда, исключая 5: и заменяя 2 через 1, получим: 
|. 


ди ди ди ди 
РММ [ии |+" ( 


9 ом эм 
—-— = 0. 
ах + ду 92 ) 


ы х 
Но мы придали функцин М однородный вид, заменяя х через -; › У через >. и 
умножая на 27; поэтому, полагая 2 —=1, мы имеем также: 


и’ предыдущее соотношение может быть представлено в следующем виде: 
3 9М 9№ 9м№ 


ди ди 
РЕМ - (МЬ-М — — 
дк ( у. 2+" (+5, *); 755 


Нетрудно убедиться, что последнее условне показывает, что и есть интегрирую- 
щий множитель уравнения (67). Таким образом мы получаем вторую теор?му 


Дарбу. 
т (т -- 1) 
2 


— м) —0. (77) 


Есля изве.тны +1 частных алгебраических интегралов урав- 


. нения (67), то можно составить его интегрирующий множитель. 
Доказательство этой последней теоремы неприменимо в том частном случае, 
; _ тт] 
когда определнтель из коэфициентов при неизвестных а; в ии - 1 уравиг- 
ниях, выведенных из соотношений (76), равен нулю. Но тогда мы можем удовле- 


тт!) 
творить ———— +1 однородным уравнениям, которые получим, отбрасывая 


правые части, значениями а;, которые не все равны нулю, а следовательно, 
по первой теореме, получить общий интеграл. 
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ПРИМЕР, Рассмотрим, в частности, уравнение Якоби ($ 367); здесь число 
т-==1. Найдем сначала линейные интегралы вида их -- оу -|- ш===0. На основа- 
нни общего метода должно быть тождественно 

и (62 Их + Ру) Носё-ех- гу и (а ах + а’у) = № (их -- чу + 2), 
где ^-- постоянный множитель; отсюда получаем три условия: 
и зе ш(а-—\)=0, и( — ос + ша =0, 
иб" о (с" — №) - ша" —=0, 
и, исключая и, 9, и, приходим к у, авнению относительно }, уже выведённому 
первым методом ($ 367). . 

Мы ограничимся рассмотрением общего случая, когда это уравнение относи- 
тельно Х имеет три различных корня /и, \., ; каждый из этих корней приводиг 
к линейному интегралу и, следовательно, мы имеем три линейных функции Х, 
У, 2, дающих тождества 


А(Х)=»х, А()=ЬУ, А(2) =. 
На основании общей теории отсюда можно получить общий интеграл, так 


как в этом случае т==1. Для этого` должно определить три числа а, В, 1, удовле- 
творяющих соотношениям 


а+8+1=0, 9. + В: + № =0. 


Мы можем ВЗЯТЬ 
а=)\. — №, 8=№—, = — №, 


и, следовательно, общий интеграл уравнения Якоби будет: 
мм „мм мА 
ХЗ 1 Ч = сопя. 


378. Приложения. Пусть требуется определить плоскую кривую по 
данному соотношению Р(х, у, т) =0 между координатами (х, у) пере- 
менной точки этой кривой и угловым коэфициентом 2 касательной 
в этой точке; очевидно, что мы получим’ искомые кривые, интегрируя 
диференциальное уравнение первого порядка КР\(х, у, у') =0, которое 
выводится из данного соотношения Р(х, у, т) ==0 заменою т через у’. 
Если это уравнение будет степенн 9 относительно у’ то, как мы это 
докажем ниже, через любую точку плоскости проходит вообще 4 кри- 
вых этого рода. Рассмотрим, например, семейство кривых С, представ- 
ляемых уравнением Ф (х, у, а) ==0, зависящим от одного произвольного 
параметра, и найдем их ортогональные траектории, т.е такие кривые С', 
которые в каждой своей точке пересекают ортогонально кривую С, про- 
ходящую через ту же точку. Пусть будут т, т’ угловые коэфициенты 
касательных к ортогональным кривым С, С’, прохолящим через одну и 
ту же точку (х, у); т и т’ должны удовлетворять соотношению 1 -- # „'=0. 
С другой стороны, пусть будет Е(х, у, у) =0 диференциальное 
уравнение данных кривых С; мы имеем Р(х, у, т) =0, так как т есть 
угловой коэфициент касательной к кривой С, проходящей через точку 
(х, У), н, следовательно, мы будем иметь: 


Е (т) =. 


Но т’— также угловой коэфициент касательной к кривой С’, проходя- 
щей через точку (х, у); следовательна, эта кривая удовлетворяет, с своей 


‚стороны, уравнению | 
Е ( Хх, = — ) =—0. 
У, У (18) 
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Итак, мы получим диференциальное уразнение ортогональных траек- 
С“ ! 
торий к кривым С, заменяя у’ через — в диференциальном уравне- 


нии кривых С. 
Чтобы получить диференциальное уравнение кривых С, нужно исклю- 


Ф 

чить а из двух уравнений Ф =0, 3 ЕР == 0; следовательно, чтобы 
у 

получить дифференциальное уравнение ортогональных траекторий, 


Ф 
нужно исключить а из двух соотношений: Ф —=0, и — =. 


Рассмотрим, например, семейство кривых второго порядка, представ- 
ляемых уравнением: 
у? -|- 3х2 — Зах ==0, 
где 4 — переменный. параметр. Применяя предыдущее правило, мы при- 
ходим к однородному диференциальному уравнению 
(У — 32) у’ 2ху=0. 
Полагая в нем у=их и разделяя переменные, получим: 
+ зач аи Чи 0: 
х и и и 


отсюда имеем: 
хиз = С (и? — 1), или уз = С(у? —х?). 


‚ Следовательно, ортогональные траектории суть кривые третьего порядка 
с двойною точкою в начале координат. 
Как более общий случай рассмотрим поверхность $, координаты 
х, у, 2 точек которой выражены в функции двух переменных парамет- 
ров и, т: 
х=(и, 9), у=(и, 9), 2==Ф(и, 9). 
Из этих формул выводим: 


а аи 4%, ду = аи +) а, аа М и 99 а. 


| а .. 
Всякому значению отношения 4„ СООтТветствует некоторая касательная 


к поверхности, проходящая через точку (и, 9). Если мы будем искать 
такие кривые на этой поверхности, чтобы касательная к каждой из этих 
кривых в любой ее точке зависела только от положения этой точки 
на поверхности, то мы и здесь придем к интегрированию диференциаль- 
рого уравнения первого порядка 


а 
в(“ 7, и) =0; (79) 


и обратно, всякое уравнение такого вида устанавливает зависимость 
между точками кривой, расположенной на поверхности к, и касатель- 
ными в этих точках, 
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Определим, например, кривые, пересекающие под постоянным углем И’. 
семейство данных кривых, расположенных на поверхности. Если две кри- 
вые С, С’ проходят через одну точку (и, 9) и пересекаются под постоян- 
ным углом И, то мы имеем общую формулу (т. 1, $ 252): 


Е ди ди -- Е(4и 8% -- аоди) + 49% 
Е аи? - ЭРаи ао - Ва? У Ей? + 2Е диво + 6697’ 
+ | - 


с0$ И== 


(80) 
где Е, Р, С имеют обычное значение, ди, 4 обозначают диференциалы, 


соответствующие перемещению по кривой. С, а диференциалы ди, 80 


бэ 
соответствуют перемещению по кривой С’. Если кривые С’ даны, то 5 
и. 
ий 
есть известная функция от и и 9, 51-21 (и, 9), и, заменяя в предыду- 


бо '. 
щем соотношении (80) ро через п(и, 9}, мы получим соотношение вида: 


ай 

Е | ши, 9, — 
’ 49 
траекторий. 
Рассмотрим, например, траектории, пересекающие под постоянным 


углом меридианы поверхности вращения 


} =0 представляющее диференциальное уравнение искомых 


х==рсо5в, у=ряши, 2==/(0). 


Мы имеем здесь: 
и=р, ==, Е =1--/" (р), Р=0, =, 89=0; 


уравнение (80) обращается в 
ИГУ? 2 42 
УП +? $] 47 Раш? 
Решая последнее уравнение относительно 4, нахолим: 
ИТУ Ь 46. 
ы 


с0$ И = 


40 = И 
откуда ю получается квадратурою. 


Ш. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 


п. 


‘у 
т —/(^х). Пусть нам дано диферен- 


379. Интегрирование уравнения 
циальное уравнение л-го порядка 


ап ” | ие. 
| а Ех, у, У, У’, ...з у#-1), (81) 


1 


а 
где У = 9%; пользуясь этим уравнением и теми, которые нолучаютсея- 
ах у у р 
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из него: последовательными. диференцированиями, мы можем выразить все 
производные, начиная с у“”), через х, у, У’, у’, ... ‚ уМ-О, Следова- 
тельно, если для частного значения ху иезависимого переменного мы. зада- 
дим соответствующне: значения у, У, .-. „ (№ искомой функции у. 
и ее л—1 первых производных, то мы можем вычислнть таким спосо- 
бом значения всех высших производных неизвестной функции при значе- 
нии Хо переменного хи составить целый ряд 


= 


' Ц # хот 
Уо-Е фм - и... Ри и... , 


сумма которого представляет нскомый интеграл, еслн только этот инте- 
грал рёзлагается по формуле Тейлора. До работ Коши сходимость этого 
ряда приннмали `без ‘доказательства *. Несколько далее мы увидим, что’ 
это действительно будет так при некоторых условиях, которые мы точно 
установим. Здесь же мы укажем только несколько простых типов дифе-` 
ренциальных уравнений п-го порядка, интегрирование которых может быть 
приведено к квадратурам или к интегрированию уравнения порядка: ниже, 
чем п. 
Диференцнальное уравнение 


"у 
ах" 


=/(*) (83) 


представляет самый простой тип диференциального оуравнення п-го | 
порядка. Оно интегрируется п последовательными квадратурами; в самом. 
деле, обозначая- через Ху произвольное постоянное число имеем после- 
довательно: 


ахй-\ 


з—1 
- о ИочеС, 
х ^ 
х фея ах -- С, (х — хо} + С,, 
Ж 


[мк =... [дак 
Е +, 


Со (х— х,)"-1 С. (х — ху\"-? 


ох И И 


где С пл) Сида» +++» Со СУТЬ В произвольных постоянных, равных соответ- 
ствённо значениям интеграла ‘и его и—1 первых производных при 
=. 

о 


* См,, например, „ТтаНв“ Лакруа, 
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х х х 
у [4= | ах... || хуах 
Хх № Е 


содержит и последовательных квадратур; но его можно заменить выраже- 
нием, содержащим только одну квадратуру, выполняемую над функциею, 
в которую переменное х в‹одит как параметр. Ниже это предложение 
будет выведено как следствие из общей теории ($ 401), но его нетрудно 
проверить и непосредственно. В самом деле, положим: 


Выражение 


1 п 
У = | (х— 2)1-11 (2) 42; (84) 


1.2... (1—1) 


ы 


применяя известные правила диференцирования определенных интегралов, 
получим отсюда последо. ательно: 


У | [ фу | 
|9" 74... дает =} Новы, 


№ 


(2 . 

ет —/(х). Следовательно, функция У, есть интеграл урав- ° 
нения (83). Сверх того, функции Уи 7, вместе’ со своими п — 1 пер- 
выми производными равны нулю при х=х,. Следовательно, обе они 
делятся на (х — м)"; но их разность, представляющая многочлен не выше 
("—1!)-й степени, может делиться на (х — х,)" только в том случае, 
если она тождественно равна нулю; следовательно, 7, == 7. 


и, наконец, 


а’ 
‚Если уравнение (+. 4>> —0 может быть разрешено относительно 
х 


ап 
производной "=, ‚ дело сводится к вышеописанному процессу вычисления, 
х 
апу 
Но может случиться, что разрешение этого уравнения относительно дп 
п 
ах” 
кции вспомогательного параметра. { следующим образом: 
4^у 
х— 80, рр. == (1). 


можно выразить в фун- 


практически невозможно, а между тем, хи 


В этом случае мы можем выразить все производные уМ-®, у("-?),... 
и самую функцию. у через тот. же параметр # в квадратурах. Действи- 
тельно, мы ‘имеем :. р 
дут-о — уфах = Ре Е 
и, следовательно, 


уи-ь = | ®ВА(Е ЧЕ С. 
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Вообще, зная УР) в функции 2, мы получим уФ-Ю по формуле: 
уф-® = оао 


Возьмем, в частности, интеграл У, обращающийся в нуль вместе со сво- 
ими п— 1 первыми производными при х==х.. Этот интеграл имеет вид: 


| (х — 2)" (2142, 


№ 


1 


= ии 


п 


‚ау 
причем мы подставили вместо -—,„ его выражение 1(х) из заданного 


= :х). 


Пусть & — значение параметра &,, соответствующее значению ху неза- 
висимого переменного; если в предыдущей формуле мы сделаем замену 
переменного 2 = 2 (и), мы получим: 

+ 


1 
= ео — вии) (и) ай, 


(п 


ах 
пу 
диференциального уравнения и 


& 
так как /[2(и)], очевидно, равно й(и). 

Легко проверить непосредственным вычислением, аналогичным преды- 
дущему что все производные от У по х до (п— 1)-го порядка вклю- 
чительно, обращаются в нуль при Ё=&, а производная порядка И 
равна #(®. 


пу 
ПРИМЕРЫ. |1. Если уравнение между хи для алгебраическое рода 
нуль, то за функции 2(#) и #Ё можно взять рациональные функции, и 
мы получим общий интеграл, интегрируя рациональную функцию. 
2. Когда заданное уравнение разрешено относительно х, можно 
положить #(Р = и вычисление определенного интеграла 


# 


| 0 — дай-адааа 
. т 
сводится интеграцией по частям к вычислению интеграла: 


[|9 — паи. 
Ы 


380. Различиые случаи понижения порядка. Вот наиболее часто. встре- 
чающиеся случаи, когда можно понизить порядок уравнения: 
. Уравнение не содержит неизвестной функции. Уравнение вида: 


4*у ае+1у апу \ 
=, дет ат 0 И <= и), (85) 


непосредственно приводится к уравнёнию < 8)-го порядка полстанов“ 


$ 380 Ш. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 43 


а 

кою сени. Если можно проинтегрировать получающееся вспомога- 
х 

тельное уравнение для и, то затем мы получим у квадратурами, как это 


было указано в предыдущем параграфе. 


4 
Иногда бывает возможно выразить хи и = тя через вспомогательный 
параметр # формулами: 
. у 
х=/), д =, 


причем функции Ди ® содержат также произвольные постоянные, вве- 
денные при интегрировании уравнения относительно и. Мы можем в этом 
случае выразить и у через # квадратурами. Мы имеем сначала: 


ауе-® = (Вах = (0/'@) 48 
отсюда получим у-0; также вычислим последовательно у(-?),... у 
до у. | 
2. Уравнение не содержит независимого перемелного. Если мы 
имеем уравнение вида: 
Е 4у у 4"у \ _ 86 
а’ де?" "** ди | = (86) 
то его можно было бы привести к предыдущему виду, приняв у за 
независимое переменное, а х — за неизвестную функцию; новое уравнение 


ах 
не содержало бы х, и взяв 97 за новое неизвестное, мы пришли бы 
у 


к уравнению (п —1)-го порядка. Но можно выполнить эти оба преобра- 
ау 
зования сразу, приняв у за независимое переменное и „-==р за неиз- 


вестную функцию. В самом деле, мы имеем: 


у _ар _арау _ ар 
д ах Ча Рау’ 


ее = (22) = (24°) р= (1 оу 
ахз ах ау Чу \ ау ау? 
4’у 
и т. д. Вообще, Я выразится через р и его г—1Т производных 
по у. Следовательно, мы действительно получим диференциальное урав- 
нение (я — 1)-го порядка. 

Предположим, что мы проинтегрировали это вспомогательное уравне- 
ние (2 — 1)-го порядка; чтобы иметь дело с самым общим случаем, пред- 
положим также, что переменные у и р выражены формулами у = (8, 
р==Ф(И через вспомогательное перзменное #, которое может быть равно 
и одному из них, причем функции Ги $ зависят, кроме того, от про- 
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извольных постоянных. Из соотношения 4у==рах будем иметь /'(В 4Ё == 
—4$(!) 4х, так что х, в свою очередь, получится одно квадратурою: 


о 
$. 
-| 9“ 


Этот метод особейно удобен в ‘применении к уравнению второго 
порядка: 
Ку, У, у’) =0, 


которое, таким образом, приводится к уравнению первого порядка: 
р 
Е|у, р, р | =0. 
в] 
Пусть будег р==у(у, С) общий’ интеграл` это`о уравнения первого 


ау 
порядка, Из соотношения- дд (у, С) мы получим х квадратурою: 


‚ 4 _ 
Хх = м - С, су ©: 


Если общий интеграл уравнения относительно р разрешен относи: 
тельно у и может быть представлен в виде у==У(р, С), то мы имеём 


также ОА 
Д(Р)ар==рах 


И(р)ар 
жж + | р“ 


Таким образом координаты точек интегральной кривой будут выражены 
через. вспомогательный параметр р, представляющий угловой коэфициент 
касательной к этой кривой: 

3. Уравнение, однородное относительно у, у’, У'...., У"). Еслит 
есть степень однородности уравнения, то последнее можно представить 


в виде: 
_. ' (2) 
УР (х т, ,...,2 )=о; (87) 
у’У У 


и, следовательно, 


мы видим, что, если у, есть его частный интеграл, то будет интегралом 


цах 
и \у,. каково бы ни было постоянное }. Полагая а ‚ можно по- 
низить порядок этого уравнения на единицу; в самом деле, мы имеем: 


цах В цах : 
ие! , уе! (и'-- и?),..., 


и, вообще, у(”) равно произведению “я на целую функцию от и, и, 
и",.. ‚ и"-П. Таким. образом после предыдущей подстановки рассма- 
триваемое уравнение обращается в уравнение (п — 1)-го ‘порядка отно- 
сительно. и. 

4. Уравнение, однородное относительн> х, у, 4х, ау, Ч?у,.... @"у. 
Такое уравнение не меняется. при изменении х в Сх и у в Су, 
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где С— какое-нибудь постоянное. Предположим, что мы взяли 2 = и 
х 


за новую неизвестную функцию и # = Горох за новое независимое пере- 
менное. Полученное диференциальное уравнение не дблжно. изменяться, 
когда мы заменим Ё через #-- Тов С, не меияя и: следовательно, оно не 
должно явно содержать переменного #. В самом деле, наше уравнение не 
должно меняться от умножения х, у, ах, @у, ..., Ч”у на С, следовательно, 
от умножения у’, у’, у",..., У") соответственно на 1, С©71, С-*,... 
..., С-”+1. Отсюда легко видеть, что рассматриваемое уравнение дол- 
жно иметь вид: 


Е(>, У, м, му",..., ху = 0. 


Если мы положм у=их, то вообще будем иметь: 
УР) = хи{Р) -- риФ-Ъ, 


и произведения ху’, х?у",... выразятся через и, хи’, х?и’,..., хти, 
так что наше уравнение примет вид: | 


Ф(и, хи, х2и",..., хп) =0. 
Если мы затем положим х==е’, то все произведения хи’, х?и”,... вы- 
р 
аи аи 
4’ ав ***°’ 
уравлению, не содержашему переменного  # *. 


разятся в функции от и мы, действительно, придем к 


Примечание. Применяя различные, указанные выше способы приведения, мы иногда 
можем получить некоторые нитегралы вспомогательного уравнення, хотя и не можем найти его 
общий интеграл. П едыдущие методы не теряют своего значення и в этом случае; они позво- 
ляют получнть в квадратурах ингегралы рассматриваемого уравнения; но в этом случае найденные 
интегралы будут содержать менее, чем п произвольных постоянных. 


381. Приложения. 1. Уравнения внда у”==}(у) входят в один из предыду- 
щих типов, но их можно интегрировать и иепосредствеино; в самом деле, умно 
жая обе части на 2у', мы получим после первого интегрирования: 


У . 
уз=с+ [2/0 ЧР С, 
У 


и отсюда найдем Х квадратурою: 
ду 
х= ——=—— - С. 
} УУСС ^ 
Рассмотрим, например, уравиение 


У" = @3 + а, у? {ау 4 аз, 


* Можио также поступагь иначе, взяв за переменные и и 9 = хи'. В самом деле, мы полу- 
49 _ ” з,” — @® ' в” — 4 
чим |; =и + хи” и, следовательно, хи” = гих — хи’, или хи" = 9 у, — 9. 
Продолжая применять тот же прием, мы придем к диференциальному уравнению (п — 1)-го 
порядка между ин 59. 
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гле‘по крайней мере один из коэфициентов 4%, а: не равен нулю. Умножая обе 
части на 2у и интегрируя, получим сиачала: 


2 
У = р + 3 44 + ау’ + 24, у + С. 


Общий интеграл этого нового уравнения есть эллиптическая функция ($ 372), 
которая, в частиости, может приводиться к простой периодической функции или 
лаже к рациональной функции, если постоянное С выбрано таким образом, чтобы 
многочлен, стоящий в правой части, не был первым со своею производною. 

2. Иногда удается применить послеловательно несколько методов приведения 
к одному и тому же уравнению. Рассмотрим, например, уравнение четвертого 
порядка 5(у"")з — Зу”у\ == 0. Если мы сначала положим у” == и, 10 получим уравне- 
ние второго порядка 5и’? — Зни" = 0, однородное относительно и, и’, и". Поло- 


сах . ей 2 
жим, далее, и —=е ; мы будем иметь 39' = 202, или я= 3, отсюда 
р 3 1 
1 х-а’ 
где а — произвольное постоянное, Затем последовательно получим: 
3 
2 


и=у=ьЬ(х-а) , 
1 


У=— 26 (ха) Те 
1 


у=-— 46 (х+ а)? + сх фа, 


где р, с. 4 — постояпные. Таким образом мы`пришли к обшему уравнению пара- 
бол ($ 332). 

5. Определим плоские кривые, радиус кривизны которых пропорционален 
отрезку иормали, заключающемуся между ее основанием М и точкою пересече- 
ния № эгой нормали с данною прямою. Примем данную прямую за ось Ох; тогда 
дифереициальное уравиение задачи будет: 


ТР У? + вуу" =0, (88) 


причем в равно отношению радиуса кривизны к длине ММ. взятому со знаками 
плюс или минус, в зависимости от того, совпадает ли направление от М к центру 
кривизны с направлением ММ или противоположно ему. Чтобы проинтегриро- 
вать уравнение (88), положим у’ ==р; уравнение примет вид: 
р 
1 2 — =0 
+ 22 РвУР ау= 8 


ИЛИ 


после первого интегрирования получим: 


У=Са+Р9 3, 


гле С — произвольное постоянное. Затем из соотношения ду = рах будем иметь: 


[а 
ера 
2 
Иа ВСР(Е + 22) р=рах, 
в 
— 1 
хе р 


“ 


ар. 
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Положим р —= {5 а; тогла все кривые, получающиеся при изменении постоян- 
ных С и хо, получатся перемещением или преобразованнем подобия из кривой Г, 
представляемой уравнениями: 


а 
хХ=к \ созва да, у —= соз# а. . (Г) 
у 


По этим уравнениям нетрудно составить представление о форме кривой прн 
всяком значении количества }. Если № — целое, то квадратуру можио выполнить. 
Если к — целое положительное, то кривая не имеет веткей, простирающихся в 
бесконечность, но она может иметь дв существенно различных вида в зависи- 
мости от четности или нечегности числа в Если р— число нечетное, то х есть 
периодическая функция от а (т. |, 5 117), а кривая Г есть выпуклая замкнутая 
алгебраическая кривая. Если н — четное, то х возрастает на постояиное количе- 
‘ство, отличное от нуля, когда а возрастает на 2*; у всегда положительно. Мы 
имеем периодическую кривую с бесконечным множеством точек возврата, лежа- 
щих на оси Ох. По виду кривая похожа на цнклонлу; она обращается в послел- 
нюю при в = 2. . 


Примечание. В предыдущих примерах мы всегда старались свести интегрирование 
диференциальнего уравнения к ннгегрированию уравнення ннзшего порядка. Как это ни странно на 
первый взгляд, но н обратный прнем может иногда привесги к цели. Рассмотрим, например, ди- 
ференциальное уравненне первого порядка Г (х, у, у’) = 0; диференцируя его н комбинируя полу- 
ченное уравнение с данным, мы, очевидно, получим бесконечное множество диференцнальных 
уравнений второго порядка, которые имеют интеграламн все интегралы рассматриваемого уравне- 
ння. Предположим, Чго, поступая таким образом, мы можем найтн уравнение второго порядка, 
‚огорое можно прои ‚тегрировагь; пусгь будет у = Ф(х, С, С’) его общий интеграл. Все интегралы 
рассматриваемого уравнення первого порядка заключаются в этой формуле, но, так как они зави- 
сят только от одного произвольчого постоянного, то между пост янными Си С’ должно суще- 
ствовать некоторое соотношение. Чтобы его получить, достаточно выразнть, что функция ф (х, С, С') 
удовлетворяет предложенному упавнению первого порядка; таким образом мы придем к некоторому 
определенному соотношенню между постоянными С, С". . 

Самый интересный пример этого прнема дан Монжем (Мопре), который применил его к 
нахождению линий кривнзйы эллипсоида. сть будут 2а, 26, 2с оси эллипсоида; проекцни линий 
кривизиы на плоск сть, проходящую через большую и среднюю ось, определяются днференциаль- 


ным уравнением: 
А хууз + (х1 — Ау? — В)у' — ху =0, 
_ 41 (6 — 21) _ 8 (@ — м) } 
7 (а — с’ фа, ' 


д (89) 


Диференцнруя уравненне (89) н исключая затем количество х? — Ау? — В, мы получим днфе- 
ренцнальное уравнение второго порядка: 


отсюда последовательно находим: 
уу’ = Сх и у? = С + С. 


Мы получнм общий интеграл уравнення (89), установнв между С и С’ соотношение 
АСС!'-- С' -- ВС = 0, в чем можно убедиться, заменяя в левой части уравнегия у? через Сл? -|- С! *, 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Найти диференциальное уравнение кривых второго порядка, исходя из их 
общего уравнения в нерешенном виде и исключая коэфициенты из этого урав- 
нения и нз уравнений, получеиных из него посредством пятикратного диференци- 
ровання., 

2. Проинтегрировать диференциальные уравнения: 

(уз — уз=у(уз-- у, УИ +29?) + ху =0, 
(уз) уу = (3 — Пу, (уу — уу хуз ху — у=0, 
муз | 2ху (у — 2 у — 2) (у—2а)=0, хуу’- ху? — уу ==0, 
Г УЗ ЗУ 6 —4 =0. 


* Уравненне (89) та‹же легко интегрируется обычными приемами. В самом деле, достаточно 
положить х3 =Х, у = У, умножив предварительно все члены ургвнения на ху @х*, чтобы приттн 
к уравненню Кгеро. 

Лагранж и Дарбу упо'ребляли аналогичные нскусственные приемы для интегрнрования урав- 
нения Эйлера (см. Бертран (Вепгапа), Тгайб ае Са!си! пибета!, стр. 569—572). Сюда же примыкает 
теорема ‘Аппеля (Арре!), Сотрёез геп4из, 12 ноября 1888). | 
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3. Применить общие методы понижения порядка к интегрированию дифе- 
речциального‘ уравнения конических сечений и к уравнению у’у"" == вуГУа, 

4. Найти те интегралы уравнения у”’= 29 (у— ТГ), которые представляют 
рациональные функции или простые периодические .функцни переменного. . 

5. Подобные сети. Семейство окружностей, задается тремя функциями 
а— (а), = 8 (а), Е = й (а\, представляющими координаты центра и радиус через 
параметр а; два семейства (а, В, ®) н (а,, №, Ё) называются подобными, если вы- 
полняются условня: | 
и в _№ , 
а в _ Ё` (@) 
Диференциальные ур внения ортогональных траекторий таких двух семейств соз- 
падают между собою ($ 368, приложение). . . 

Пусть Г, Г, — кривые ипентров окружностей этих двух семейств; первое 
условие (а) выражает параллелизм касательных в соответственных точках кри- 
вых Ги Ги. Для заданного семейства (а., В, №) можно найти все ему подобные 
семейства, задав произвольно кривую Г, и установив точечное соответствие 
между Г, [+ посредством параллелизма касательных, второе же условие (а) 
опредетит тогда радиус и. . , 

Среди семейств, подобных данному, всегда имеется бесконечное множество, 
образующее семейство окружностей, ортогональных к данной окружности. В 


самом деле, если к двум уравнениям (а\ прибавить условие ей — РР, 


выражающее ортогональность окружнос!и (а4, 8, #!) к окружности (0, 0, А), мы 
потучаем сислему трех уравнений для определения (а, 64, Аи). | 

[См. диссертацию Копаие, Тулуза. 1882]. 

6. Даны треугольник АВС и кривая Г, лежащая -в плоскости этого треуголь- 
ника; пусть будут а, 6, с точки пересечения сторон треугольника с касательною . 
к кривой Гв точке т. Найти кривые Г, для которых ангармоническое отноше- 
ние четырех точек т, а, $, с остается постоянным, когда точка т перемещается 
по одной из этих кривых. . 

Доказать, чго при этом ангармоническое отношение касательной в точке т 
и прямых тА, тВ, тС также постоянно. 

. 7. Даны тозка О и прямая Г); найти такую кривую, чтобы отрезок касатель- 
ной ММ, заключающийся между точкою прикосновения М и точкою М, в кото- 
рой касательная пересекает прямую ДО, был виден из точки О под постоянным 
углом. , 

8. Найти проекции на плоскость хОу кривых, лежащих на параболоиде 
2а2 = тлх? 4 уз, касательные к когорым образуют с осью О2 данный постоянный 
угол т. у 

9. Найтн ортогональные траектории семейств кривых, представляемых одним 

из следующих уравнений: 


у(2а—х)=25м уз т — 2ах—0, 


(%2 -- у?) = а2ху, № -- у? = 02108 (>) , 


где @— переменный параметр. 
10. Доказать, что необходимое и достаточное условие того, чтобы уравнение 
8 (х, у) =С представляло семейство параллельиых кривых, есть . 


90\2, /90\2 
9х ду . 
где $ (9) есть произвольная функция от 8. 
[Выразить, что ортогональные траектории суть прямые линин]. 
11..Найти необходимое и достаточное условие того, чтобы интегральные 
кривые уравиения у’=/(х, у) представляли семейство параллельных кривых, ‘и 
показать, что в эТом случае интегрирование уравнения можно выполнить квадрз- 
турою. . 
12*. Составить общее уравиение кривых второго порядка, пересекающих 
оргогональко ланную кривую второго порядка С в четырех общих точках. Эти 
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кривые вто“ого порядка образуют, вообще, несколько газличных семейств; найти 
ортогональные траектории каждого из этих семейств. Вывести отсюда все орто- 
„гональные системы, у которых оба семейства состоят из кривых второго порядка. 

[Если Г=0, $==0 суть уразнения двух кривых второго порядка, пересекаю- 
щихся ортогонально в четырех общих точках, то должно иметь место тождество 


внда: 
99, 94% 
5. ЖЗ. = М-Н 
дхдх дуду 
где \ и в — постоянные коэфициенты]. 
13. Нати условие, при котором интегральные кривые диферен нального 
уравнения у’ =}(х, у) составляют семейство изотермических лнний, и показать, 
чго в этом случае можно получить интегрнрующий множитель. 


[Софус Ли.}] 


14. Найти такую плоскую кривую С, чтобы треугольник, имеющий одну вер- 
шину в произвольной точке М этой кривой, другую в соотвегствующем ценгре 
кривизны и третью — в осиовании ординаты точки М, имел постоянную пло- 
щадь. Показать, что одна из координат выражается в функции другой квадга-. 
турою, и что можно, не интегрируя уравнения, составить представление-о форме 
кривой. [Взять прямоугольные оси координат.] 

15. Пусть будег М некоторая точка данной плоской кривой С, Р — центр 
кривизны кривой, соответствующий этой точке, МТ — касательная, Через точку Г, 
в которой касательная пересекает ось Ох, проведена прямая, параллельная оси Оу, 
пересекающая нормаль МР в некоторой точке № Определить крнвую С таким 
образом, чтобы отношение МР к ММ было постояиным. 

16. Найти такие поверхности вращения, чтобы в. каждой их точке гадиусы 
кривизны главных сечений были направлены в одну сторону и имели по: тоян- 
ную сумму а. Какой вид имеет меридиан поверхности? 

17+. Показать, что общий интеграл уравиения Эй.ера может быть пре ‹ста- 


влен в виде: 
Х—УР\ 
(УХУ) — ах + У — (ху) - а, =С, 
У 
где Х = ай + а, + аа Разх + аа. ` 
[Лагранж.] 


[Достаточно решить уравнение (58) ($ 375) относительно постоянного; посл2 
несколькнх преобразований мы придем к требуемому виду.] 
18. Асимптотические линии поверхности, представляемой уравнениями: 
х=А(и — а)т(о — а), 
У=В(и— вто — в)", 
#=С(и— в)т(о — с)", 


получаются интегрированием уравнения Эйлера, если т=л ити т-+ п=1, 
Вывести отсюда асимптотические линии тетраэдральной поверхности 


чу 


19. Найти условия, при котор, х диференциальное уравнение 
ау —У(х, у) 4х ==0 


имеет интегрирующий множитель виза ХУ, где Х зависит тозько от х, и У— 
только от у, и показать, как найти этот м’ ожитель, если он сущ:ствл ет. 

20*. Дата плоская кривая С. Рассмогрим середину # хорды ММ’, соединя- 
ющей две п; оизвольные точки М, М’ этой кривой. Если точка М остается 
неподвижною, а точка М’ описывает кривую С, то точка т описывает кривую с, 
подобную С. Показать, что кризые с удовлетворяют диференмальному уравне- 
нию первого псрядка, которое интегрируется, как и уравеение Клеро, заменою 


4 Э. Гуреа, т. П, ч, 9, 
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в нем у’ произвольным постоянным. (ВиЦШейп @4е 1а Зо  таебётанаие, 
т. ХХШ, стр. 8). | 
21. Проинтегрировать диференциальное уравнение 


й 2 . 
Е(у, У’ — ху У = ху + 57) =0. 


Заметим, что у” входит множителем в прои водиую от левой части. Существуют 
аналогичные уравнения любого порядка |см. Диксон (О1хоп), РАЙобориса! 
ТгапзасНоп&, т, СЕХХХУТ, часть 1; Раффи (ВаНу), Вийенп 4е {а боб таёйе- 
тайдие, т. ХХУ, стр. 71; Буницкий, Вийейт 4ез З4епсез таёйвтайдиез, т. ХХХ, 
2-я еерия, стр. 250]. . 

22%. Всякое уравнение внда: у”? -- у’? =—У(у’- у), допускает, вообще говоря, 
бесконечное множество особых интегралов, определяемых некоторым диферен- 
циальным уравнением первого порядка. 

[№МоциеИез Аппа!е; 4е Майвтайциез, 4-я серия, т. ХХ, оьтябрь 19.0]. 


ГЛАВА’ ХХ. 
. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ. . 


Первые строгие ‘методы. доказательств существования интегралов 
системы диференциальных уравнений и уравнений с частными производ- 
ными принадлежат Коши. Знаменитый математик дал для аналитических 
уравнений тип приема доказательства, основанного на методе сравнения. 
названном им исчислением пределов. Ему принадлежит также и другой 
метод, в котором не предполагается, что данные уравнения — аналити- 
ческие; о нем мы будем говорить далее. 


1. ИСЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ. 


382. Общие положения. Основная идея исчисления пределов состоит 
в применении усиливающих функций, рассуждения здесь очень похожи. 
на те, которыми мы пользовались при доказательстве существования 
иеявных функций (т. Г, $ 184). Так как всякая аиалитическая функция 
имеет бесконечное множество усиливающих функций, то понятно, что 
этот метод ‘можно видоизменять весьма различным образом. Простота 
доказательства зависит в значительной мере от выбора усиливающих 
функций. После работ Коши его доказательства были усовершенствованы 
и распространены на более общие случаи Брио и Буке, Вейерштрассом, 
Дарбу, Мерей, Рикье (К!ашег), Ковалевскою и многими другими. И теперь 
еще постоянно пользуются этим методом при исследовании аналогичных во- 
.просов, касающихся уравнений в частных производных, при разнооб- 
разных начальных условиях. | 

383. Сушествование интегралов системы диференциальных уравнений 
Рассмотрим сначала одно уравнение 


Чу. 
ЧЕЛ У), / (1) 


правая часть которого голоморфна вблизи системы значений’ х5, Ус. 
Докажем, что это уравнение имеет интеграл у(х), голоморфный 
в области точки Ху и обращающийся в уу при Х==Х.. 

Предположим для сокращения формул, что Х==У ==0; это равно- 
сильно условию обозначать х— № и у— У через хи у. Если данное 
уравнение имеет интеграл, голоморфный вблизи точки х==0 и обра- 
щающийся в нуль вместе с х, то, чтобы составить разложение в целый 
ряд этого интеграла, нужно только знать значения всех высших. произ- 
водных этого интеграла при х==0. 


4% 
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Прежде всего из уравнения (1) мы имеем (2) —/.0, 0) с другой 

, о 
стороиы, из уравнений, которые мы получим, повторно диференцируя 
уравнение (1), мы можем вычислить значение производной любого 


порядка в функции от х, у и производных низшего порядка: 


4у _ 4/7 , д/ ау ] 

да доу ах, 
о ВИ [у (2) 
ах 9 эхду ах ду ах] 'дуах’ 


ооо ооо ооо ооо 


Полагая в этих соотношениях х—=у=0, мы выразим последовательно 
начальные значения высших производных 


Фу У) = [4` 
ах? 0’ \ах3 ]’`°* =). 
искомого интеграла через коэфициенты разложения функции /(х, у) по 


степеням х и у. До работ Коши принимали без доказательства, что 
полученный таким образом целый ряд 


(ела) ето © 


01. 2...7 


будет сходящимся при всех значениях х, близких к нулю. 
Чтобы доказать это существенное предложение со всею строгостью, 
заметим, что действия, помощью которых вычисляются коэфициенты 


ряда (3), состоят исключительно только из сложеиий и умножений, так 
72 


что значение, получающееся для ‚ можно представить в виде: 
о 


ахп 


апу 
(==) — Р(@, т, ал»... ,@оп»- › + @ о), (4) 
| 


где Р, есть многочлен с целыми положительными коэфициентами, а а» 
обозначает коэфициент при х/у* в разложении {(х, У). Следовательно, 
если мы заменим функцию Х(х, у) усиливающею функциею 9(х, Уи 
будем искать голсморфный интеграл вспомогательного уравнения 

а7 

дЕ=$(% У, (5) 


обращающийся в нуль вместе. с х, то коэфициенты ряда, представляю- 
щего разложение функции У, будут положительными числами, соответ- 
ственно ббльшими модулей коэфициентов того же порядка ряда (3). 
Если ряд,. представляющий У, — сходящийся в некоторой области, то, 
тем более, будет сходящимся и ряд (3). Но ряд для У будет, иаверное, 
сходящимся, если вспомогательное уравнение имеет голоморфный инте- 
грал,‚, обращающийся в нуль при х==0.` 

Предположим, что функция /(х, у) голоморфна, когда значения Хх 
и у остаются внутри. кругов С, С’, описанных в плоскостях обоих пере- 


$ 383 Г. ИСЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛО.. 53 


менных из начала координат радиусами а и 6, и непрерывна иа самих 
окружностях С, С'; пусть будет М верхняя граница модуля |} (х, у) | 
в этой области. За усиливающую фуикцию можно взять выражение 


И, 
=) 


у 
и вспомогательное уравнение (5), по умножении обеих частей на 1-5 , 


можно представить в виде: 


ре (6) . 
1—-^ 


Мы можем непосредственно убедиться, что это уравнение имеет голо- 
морфный интеграл, обращающийся в нуль при х==0; в самом -деле, так 
как переменные разделены, то мы получаем из этого уравнения: 


у? х 
у вам: (1—*). (7) 


Постоянное, которое нужно прибавить к правой части, чтобы иметь 
общий интеграл уравнения (6), здесь равно нулю, если мы примем для 
логарифма значение, равное нулю при х==0. Решая уравнение. (7) от- 
носительно У, получим: 


М 
оо тк (1); (8) 


если мы примем для корня значение, обращающееся ов единицу при 
х=0, то формула (8), действительно, представит интеграл уравнения (6), 
равный нулю при‘х==0. Эта функция У голоморфна в области точки 
х—=0; в самом деле, функция, стоящая под корнем, голоморфна внутри 
круга С с радиусом а, и обращается в нуль при 


ь 
кеереа( 1—6 М). 9) 


Если переменное х остается внутри круга С описанного из начала 


. аМ х 
координат радиусом, равным 2, то мод’ль количества 5 гой 1 


остается меньшим единицы *, и потому корень есть функция от х,. голо- 
морфная в этом круге С Следовательно, ряд, представляющий разложе- 
ние функции У, —‘сходящийся в круге с радиусом 0, и это тем более 
верно по отношению к первому полученному ряду (3). | 

Из формулы (3) легко видеть, что все коэфициеиты разложения У 
действительны и положитедьны, что мы, впрочем, знали уже заранее. 
Следовательно, если мы дадим х какое-нибудь значение, модуль которого 


* В самом деле, все коэфициенты разложения элой функции по степеням х действительны и 
отрицательны. Следовательно, ее модуль при | х| «р меньшг модуля того зна ения, которое она 
принимает пли х = р, т. е. меньше едниицы. 
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меньше р, то модуль значения У будет меныше суммы ряда, получаю- 
щегося при замене х через р. Таким образом во всякой точке, взятой 
в круге С, мы имеем 17| <Ь, а следовательно, и |у|<35. Следова- 
лельно, если мы заменим в /(х, У) количество у суммою ряда (3), то 
результат подстановки будет некоторою функциею Ф (х), голоморфною 
в кругё с радиусом 0. Из способа получения коэфициентов ряда (3) сле- 


дует, что две функции Ф (х) и ыы вместе со всеми своими производными 
равны между собою при х==0. Следовательно, они тождественны между 
собою, и голоморфная функция у удовлетворяет всем требуемым условиям. 

Чтобы получить коэфициенты ряда (3), можно иепосредственно под- 
ставить в уравнение (1) вместо у целый ряд у==С,х + С. -{-... и 
выразить, что обе части уравнения между собою тождественны. Коэфи- 


ау 
циент при Хх” в ях есть пС„, а коэфициент при х”-1 в правой части 


зависит, очевидно, только от С:, С», ..., С„_: И от коэфициентов а». 
Таким образом нетрудно проверить, что коэфициенты С, вычисляются 
только при помощи сложения и умножения. 

Этот метод легко распространить на вистему из ‘любого числа урав- 
нений первого порядка. Пусть будет 


ау 
1 г — 
Як == У, Уз» +++ Ул) (1—1, 2,..., п) (10) 
система диференциальных уравнений, в которых функции /, голоморфны 
4 
вблизи значений %, (У) ь +» (Уно Эти ‘уравнения имеют систему 
интегралов, голоморфных, в области точки ху и обращающихся при 
х= ху соответственно в (у.о, (У)а» +.» (У). , 
Повторяя рассуждения, вполне аналогичные предылущим, мы приведем 
доказательство этой теоремы к доказательству предложения, что система 
вспомогательных уравнений 


. 47, ат, -. ат, _ М 


|| =) (1 У; у. 
Я 


имеет систему интегралов, голоморфных вблизи точки х=0 и обра- 
щающихся в нуль при х==0; при этом мы предполагаем, что ф. нк- 
ции /Д остаются голоморфными, и |№|< М, пока |х—х' = а, 
[у,/— (у) | == 6. Так как эти интегралы имеют одинаковые производные 
и все обращаются в нуль при х==0, то они должны быть тождественны; 
поэтому достаточно рассмотреть только одно уравнение 


М 


где опять можно разделить переменные. Это уравнение имеет интеграл 
СЧ орде 
] . 
У Ь р 1+ ии (1%, 


(и) 
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—ь 
‘голоморфный в круге с радиусом р = а(1 — ем+ ож) и. равный нулю 
при х=0. Следоватёльно, интегралы системы (10) голоморфны в том же круге. 
Одно уравнение и-го порядка 
4”у 4у „7 1у 
= олень, 
ахп х, У, ах’ ахя-1 (12) 


можно заменить равносильною системою п уравнений первого порядка: 


Чу _ 4: ЧУ 2 
ах У ах —=у., х.з ах = Ут» 


Чу, _1 (13) 


а ==Р(®, У, Ув... ут)» 


вводя в качестве вспомогательных неизвестных производные от у до 
(* — 1)-го порядка. Отсюда мы получаем общую теорему: 

Уравнение (12) имеет интеграл, голоморфный в области точки хо 
и притом такой, что этот интеграл и его {п — 1) первых производ- 
ных принимают при х == х, произвольно заданные значения уз, У, ... 
..зУ-1, если только функция Е(х, у, У, ...» У(1-1)) голоморфна 
вблизи системы значений ху, Уд» Ур +. » УМ И. 

Из предыдущего доказательства следует, что уравнение (1} не может 
иметь более одного голоморфного интеграла, принимающего значение уу 
при х== хо. Но отсюда пока еще нельзя заключить, что не существует 
неголоморфного интеграла, удовлетворяющего тому же условию *. По- 
следнее предложение будет доказано ниже со всею строгостью ($ 387). 

334 Системы линейных уравнений. Впоследствии мы получим другим 
методом большее значение для нижней границы радиуса сходимости ^ 
рядов, представляющих. интегралы ($ 390). Но при некоторых частных 
видах функции /, иногда можно, пользуясь тем же исчислением пределов, 
применить более выгодные усиливающие функции. 

В частности, это имеет место в том очень важном случае. когда 
данные уравнения — Линейные. 

Пусть будет: 


ау ‚_ 
к = баз 4 аву, + - +. Рау, 8. (1—1, 2,..., п) 4114) 


* Вот те рассуждения, которыми пользовались Брио и Буке при рассмотрении этого вопроса. 
Пусть будет у, голоморфный иитеграл уравнения (1), принимающий значение у, при х=х.. Пола- _ 
гая у = у, +2, мы представим уравнеине (1) в виде: 


Ч наф, 2) (5) 


где функция ф(х, 2) голоморфна при х = ж, 2 = 0. Предположим, что это уравнение нмеет ннте- 
грал, отличный от 2 = 0, но стремящийся к нулю, когда переменное х описывает кривую С, при- 
волящую в точку х. Пусть будут х,`х; точки этой кривой, которым соответ(вуют значения 2; и 
2. количества 2. Из уравнения (1615) получаем: ` 


2 м 
Когда д: стремится к х, 2, стремится к нулю, и модуль левой частн этого равенства неогра- 
ииченио возрастает, тогда как модуль прав.й части сохраняет конечное значение; следовательно, 
ие может существовать витеграла, стремящегося к нулю, отличного от 2 = 0. Но. это- доказатель- 
ство предполагает, что точка х стремится к точке ж, описывая кривую С конечной длины. 
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система линейных уравнений, где а, и 6, суть фуикции только одного 
переменного х, голоморфные в круге С, ‘описанном из точки хо Ради- 
усом, ‘равным А. Докажем, что эти уравнения имеют систему инте- 
гралов, голоморфных в круге С и обращающихся при х =х, соответ- 


ственно в (1), (У\о». + +» (Ул №- 
При доказательстве мы можем предположить, что 


(у) == (У == ... == (У,» ==0, 


так как, если мы заменим у, через (ул -Н у» то система (14) не изме- 
них вила, и новые коэфициенты останутся голоморфными- в круге С. 
Пусть будет М наибольшее значение модуля всех функций а„, 6, в 
круге С’ с центром хо и радиусом г<Ю. Функция 


М 
ИИ. НИ 
р. 


будет усиливающею для всех функций ау, +... Нану,-- 6, и мы 
приходим к рассмотрению вспомогательной системы: 


ау, _ ау, _ а, _ М. | 
г ах ‘= ах аа КИЕВТ. РИ (15) 


Га 


Так как функции У, должны быть равны нулю при Х==хХ, и их про- 
изводные также равны межлу собою, то они тождественны, и систему (15) 
‚можно заменить одним уравнением. 
а7 М 
ах _Х- № 
| 


(1+ 27;; (16) 


это уравнение интег, ируется разделением переменных. Интеграл, равный 
нулю. при х=х., выражается в виде: 


У—=А [( | я" :], 
п г 


он голоморфный в круге С’. Следовательно, будут голоморфными в 
круге С’и интегралы системы (14); а так как число г может быть взято 
сколь’ угодно близким к числу Ю, то отсюда следует, что эти _интегралы 
голоморфны в круге С. 


385. Уравнения в полных диференциа ‘ах. Пусть будет хи, ха, ..., Ха 
система л независимых переменных, 2 — неизвестная функцня этих переменных и 
Л, №, -..,/.— данные функции от хи, Ха, +. , Яд» & 

Уравнением в полных диференциалах называется соотношение вида: 


4г-=Л ах + рам... + аи" (17) 


на самом деле ово равносильно п отдельиым уравнениям 


92 92 _ 32 _ 
эх =Л, =, =, ..., д. =. (18) 
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Допустим, что существует функция 2 от х!, хь..., хи, удовлетворяющая 
эгим л соотношениям. Мы можем вычислить двумя различными способами вто- 


922 . 
рую производную 5 —— (:2 А). Выразив, что получающиеся обоими способами 
ОХ 


результаты тождественны между собою, мы получим "И Ш— № соотношений; 
о; 9 3 ПИ . 
эх Зах, +5. д 6&2=12,..., п), (19) 


и функцил 2 может быть взята только из числа тех функций, которые удовлетво- 
ряют этим соотношениям. Здесь мы рассмотрим только тот очевь важный случай, 
когда эти соотношения удовлетворяются тоэждествен .о. В этом случае уравне- 
ние (17), или равносильная система (18), называются вполне интегрируемыми. 

Если дано уравнение в полных диф ренциалах, вполне интегрируемое, 
8 котором функции р голоморфны вблизи системы значений (хо, (Ху... 
..., (Ху, 20, ТО это уравнение имеет интеграл, голоморфный вблизи системы 
значений (1), ..., (хп) и обращающийся в 24 при м = (ха, +. , Ха (Хи) 

Из уравнений (18) и из тех уравнений, которые мы получим их повторным 
диференцированием, мы можем выразить все частные производные от неизвест- 
ной функции = через 2, х!, х» ..., х, и, следовательно, через коэфизиенты раз- 
ложения голоморфного интеграла, если он существует. Но, между тем, как оче- 


274 
видно, ЧТО мы можем только одним способом вычислить производные вида 37’ на- 
-Х’ 
1 
против, необходимо несколько остановиться На доказательстве того, что мы всегда 
получим однн и те же выражения для каждой из остальвых производных любого 


+ 
Р+9, 


р.п’ 
9%79х7 
личными способами. Последнее будет верно для производных второго порядка, 
если условня (19; удовлетворяются тождественно. Чтобы доказать, что это свой- 
ство общее, достаточно показать, что если оно верно до частных производных 
порядка р, то оно будет также верным и для частных производных порялка р - 1. 
Мы будем опираться при этом на следующее замечаиие: пусть будет 
О хь м, ..., Ха, 2) какая-нибудь фуикпия от х!, %2, ..., Аа, 2; положим: 
Чи 30 90, 20 _ а !40 
ах, 9 92? ахах, ах, ах, 


порядка, например для производных вида хотя их можно вычислять раз- 


(1 81, 2,..., п); 
) 


непосредственным вычислением легко убедиться, что из условий (19) при всяком 
виде функции И мы имеем: 
420 ау. 


4х, ахь — ахь ах; у 
Пусть будут и и © две частных производных порядка, р, из которых вторая 


отличается от первой тем, что одно из диференцирований по х; заменено в ней 
диференцированием по х„. Предложенье будет доказано, если мы покажем, что 


ди ди 99 3% 
др Нах + = 


аи а , 
т. е, что =ах. Но и и о получаются от диференцирования некоторой част- 
Е 1 . . 
ной производной х порялка р — 1 соответственно по перемениым хуи х„. Таким 
ач аш 
образом мы имеем "=, ‘9х. ‚ И то ра еиство, которое нужно доказать, 
1 Е - 


и фи ко:орое было только ч до 
— : л ко что доказано. 
ах ах, ах, ах; ’ Р д ы 


Следовательно, чтобы доказать сходимость получающегося разложения инте- 
грала 2, можно заменить функции {; усилввающими функциями ф; при ‘ом усло- 


приводится к соэтношению 
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вии, чтобы эти функции $; были выбраны таким образом, чтобы вспомогательное 
уравнение с полными диференциалами было также вполне интегрируемым. Пред- 
положим для простоты, что (х!)о = (х.) = +. == (1) = 2 =0; за усиливающую 
функцию для всех функций {; можио взять выражение вида: 


М 
(ее) (1+) 


и вспомогательное уравнение 


42 = С ЕН о =) (20) 


будет вполне интегрируемым вследствие симметричностн правой части относи- 
тельно п переменных х;. Чтобы получить голоморфный ннтеграл, обращаюшийся 
в нуль вместе с переменными х, достаточно найти интеграл, который был бы 
ъ‘функциею только одного переменного Х = х, | +... хи; таким образом мы 
приходим к обыкновенному диференциальному уравнению вида (6): 


(2) =, 
Р 1-Х 
Е 


`’Так как интеграл этого уравнения разлагается в сходящийся ряд, в котором коэ- 
фициент при любом члене х|'... ха действителен и положителен, то получен- 
ное разложение лля`2 будет и полавно схолящимся в той же области. Эта тео- 
рема может быть легко распространена на системы уравнений с полными дифе- 
ренциалами между л независимыми переменными х\, Хо, ... ‚ Хи и т функциями 
2, 2, ... , @т Этих переменных: ` 

й=1,2,..., т, (21) 
11,2 ` 


›..., П 


Чи = ах |... + ах... + Кл ах ( 


922 
Вычисляя двумя различными способами произволные вида 5х Ре ‚ мы придем 
° у ХЕ 


к условиям: 


и. в, ^ Эт дб У 9 . 
дк, Нда, Им + -+- деи Лт = д, о Ан + ... ое Лт: . (22) 


система (21) называется вполне интегрируемою, если условия (22) удовлетво- 
ряются тожлесттенно, и мы имеем следующую теорему, которая доказывается 
так же, как предыдушая: , 

Всякая вполне интегрируемая система, в которой функции } голоморфны 
вблизи системы значений (х1), (Хо, +5 (Хо (2140, +...) (ть Имеет систему 
интегралов, голоморфных в области точки (м), .- 3 (Хпь и принимающих 
соответственно значения (21), (25), ...» (2т% ПРИ М Н(9)ь ++ Ха (хп). 


386. Применение исчисления пределов к уравиениям в частных про- 
изводных. Пользуясь методом исчисления пределов, мы можем также 
доказать существование интегралов системы уравнений в частных произ- 
водных. Рассмотрим сначала одно уравнение первого порядка 


9г 92 92 9г ) 


= (м, Хз М 2, Эх, ах,’ эх, 


3х (23) 


...у’ 
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д2 

где правая часть не содержит производной хх. Из этого уравнения и из 

.” 1 
тех, которые мы получим, диференцируя его последовательно, мы можем 
выразить все частные производные от 2 через м, х.,..., Х„2 и через 
частные производные от 2, взятые только по х., х.,..., Х„. В самом 
у де --: К -12 
д; 9х1... ддт * 
как в этом можно убедиться, диференцируя обе части уравнения (23) а, 
раз по х,,..., @, раз по х,. Если же мы продиференцируем 
обе части уравнения (23} один раз по х, и любое число раз по лругим 
переменным х,, х.,..., Хх, И затем заменим в правой части частные 
производные, в которые входит одна деривация по Хх), их уже найден- 
уе. Рю 22 
9.2921. . .дх2и 
выражения, обладающие высказанным выше свойством; очевидно, что это 
предложение имеет вполне общий характер, так как этот прием можно 
продолжить неограниченно. 

Предположим теперь, что функция } голоморфна вблизи системы зна- 
чений (21) ++» (Хо, 20» (Ро№ю» +++ › (Ра)о; пусть будет $ (х,, Хь...)Х,) 
функция (п — 1) переменных х,, х.,..., А» Голоморфная в области 
точки* (5х. (ХУ... (Хп)о и притом такая, что для этих частных зна- 
чений мы имеем: 


9 д 9. 


Если эти условия удовлетворяются, то уравнение (23) имеет интеграл, 
правильный в области точки (5%), ..., (16 и обращающийся в 
ФА, Хр... Х,) При х. == (Хо. 

По предположению, функция ф(х., х.,..., Х,) разлагается в ряд по 
положительным степеням переменных х, — (х/)› и его коэфициенты суть до 
постоянных множителей значения частных производных от этой функции в 
точке (^х5)0,..-, (^Х„)о- Так как функция 2, существование которой мы 
хотим доказать, должна обращаться при х/ == (х.)у в 9 (%, Хз»... М), 
то отсюда мы знаем значения в точке (х,),, (х.),...,(Х„)о всех тех 
частных производных от этой функции 2, в которые не входят 
диферзнцирования по переменному х,. Но мы только что видели, как 
можно выразить все другие частные производные, в. которые входят 
диференцирования по х,. Следовательно, мы можем вычислить после- 
довательно всё коэфициенты разложения функции 2 по степеням 
переменных х,— (<), при помощи коэфициентов разложений фун- 
кций / и ф, и притом в это вычисление войдут только действия 
сложения и умножения. Следовательно, чтобы доказать, что получаю- 
щееся разложение — сходящееся, мы опять можем воспользоваться ‘уси- 
ливающими функциями; если, заменяя в предыдущем вычислении функ- 
цию /{ усиливающею функциею Р и функцию $ другою усиливающею 


деле, это предложение верно для производных вида 


ными выражениями, то мы получим. для производных 


* Для краткости мы будем называть точкою всякую систему значений, действительных или 
мнимых, даваемых переменным, рассматриваемым в данном вопросе. 
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функциею Ф, мы получим сходящийся` ряд, то тем самым будет доказана 
и сходимость ряда, представляющего функцию 2*. 

Прежде всего несложными преобразованиями можно заменьть началь- 
ные условия другими, более простыми. Можно предположить, что 
(1) = (%,)6 ==... ==(Х,),==0, так как это равносильно замене обозна- 
чения х, — (^х;}, через хз; если, сверх того, мы положим: 


=$(х,, Ху... у х,) + и, 


то новая неизвестная функция & должна обращаться в нуль при х, = 0. 
Кроме того, можно предположить, что после этих преобразований пра- 
вая часть уравнения (23) не будет содержать постояниого члена; в самом 
деле, если бы ‘разложение иачиналось © постояиного члена а, отличного от 
нуля, то, чтобы его не было, достаточно положить и=ах, + 8. 
Есля после всех этих преобразований мы заменим правую часть урав- 
иения (23) соответствующею усиливающею функциею, то доказатель- 
ство нашей теоремы приведется к доказательству того, что уравнение 


82 М 

3% /. 32 (9 2х 
аж. +2 ОИ 

г 2. 


где М, г, р — некоторые определенные положительные числа, имеет 
интеграл, голоморфный в области точки х,=0, х,==0,..., х,=0, 
обращающийся в нуль при х, = 0, причем, благодаря введению члена — М, 


. й 
. - дг2 92 
* В случае уравнения вида: 32 =д+ Лу + Ню отде Д, /а,... Л СУТЬ фуикции 
4 з 
одних только №, ха, -.., Хв, сходимость может быть доказана весьма просто. 


Прежде всего рядом преобразований, аналогичных приведеиным в тексте, можно привести 
к доказательству того, что вспомогательное уравнение 


7 . 74 
м (+... +21) 
92 _ д. 9х 
д [1 м) [1 (в) 
а ь - 
допускает интеграл, правильный в области точки х, = 0, ..., хп = 0 и обращающийся в нуль при 


“4 = 0. В 
Будем для этого ис сать Частный нитеграл вида: 


й= Р(мь и), где и = м +... Е ха. 
Уравнение (Е) может быть, такнм образом, представлено в форме: 


м [1+0 
9% = х 9 ; (В 
Ве 
полагая Е=- 1 +, имеем: 
у ме- 95 
“ (-#)(-9) “ 


Уравнение (Е;› будет удовлегворено, если прннять; 
(. =) _ Мт-ь 4 1 


а д 1-# Зи 
|. 
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свободный член правой части уравнения (24) равен нулю, как и свобод- 


х 
ный член уравнения (23). Заменяя в правой части х, через 1 ‚ гдеа — по- 
- а 
ложительное число, меньшее единицы, мы только увеличим коэфициенты 
разложения правой части, и теорема будет и подавно верна, если мы 
докажем наше предложение для нового уравнения: 


92 _ | М 

9х хь 2 32 
‚аи... 4+2 м ах 
. г \ . 2. 


Вместо того чтобы доказывать, что’ это уравнение имеет правильный 
интеграл, обращающийся в нуль при х, == 0, достаточно показать только, 
что оно имеет правильный интеграл, представляемый целым рядом, все 
коэфициенты которого действительны и положительны. В самом деле, 
коэфициенты этого третьего разложения будут ‘не меньше коэфициентов 
ряда, который получим, предполагая, ‘что 2. равно нулю при 
1 = : 
Это следует из того, что все коэфициенты третьего разложения выво- 
дятся действиями сложения и умножения из коэфициентов членов, не 
зависящих от х;; поэтому, если во втором разложении коэфициенты при 
членах, свободных от х,, равны нулю, а в трётьем разложении они 
положительны, то и коэфициенты при всех остальных членах третьего раз- 
ложения необходимо больше, чем коэфициенты при соответствующих 
членах второго разложения; следовательно, если третье разложение будет 
сходящимся, то будет сходящимся и второе. Чтобы доказать, что третье 
разложение — сходящееся, попробуем удовлетворить уравнению (25), 


— М. (5) 


принимая 7 за функцию только одного переменного Х== р аж... х.. 


откуда мы накоднм частный интеграл: 


1 ва 
о =-аа (1-1) + изо (а =). 
и уравнение В,) может быть записано в внде: 


РФ, Фа _ 
Б(хь и) 


Общий ннтеграл (Е›), а сле ‚овательно, и (Е.), есть 


= ает+ Я {- 2108 (1—2) + ме=ъ(“-8) }, 


где $ - произвольная функция. 
Для того чтобы этот интеграл обращался в иуль при х, == 0, функция ф должна удовлетво- 


рять соотношенйю 
._й 
ы [те —1) (*-3) | 7-1’ 


1 № _ 
ми 5 (*-2)-° 
ре 1 6- ИЯ-8МКя 1]. 


Интеграл уравнения (Ё), полученный таким образом, голоморфен в области точки 
МЕД. =.;. ж ж=0. 


нли, пол гая 
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Таким образом мы приходим к диференциальному уравненню первого 
порядка: 


{1 в—1 ай п—1/ 427 \* м 
— о = — — М. 26 
(1 6 м) т ар (*) + ХЕ м (26) 
г 
Предположим, что & взято настолько малым, чтобы коэфидиент в левой 


а 
части при р был положителен. При Х=2=0 уравнемие (26) имеет 


ар | 
ДЛЯ ах два различных Корня, из которых один равен нулю. Следова- 


тельно, это уравнение имеет интеграл, : голоморфный в областн точки 
Х==0 и равный нулю вместе со своею первою производною при Х==0. 
Легко непосредственно убедиться, что все коэфициенты разложения этого 
интеграла — положительные числа. В самом деле, уравнение (26) можно 
представить в виде: 
ай ай \? 
—=А|- Ф(х, '2) 
ах ах] тФ ‚2, 
где А — положительно, а Ф(Х, 2) обозначает ряд, все коэфициенты 
которого положительны. После “первого диференцирования получим: 


р 
4'2 47472 ‘эФ ‚ 3Фа2 
а — ЗА ахаха эх Гор ах. 
При Х=0 ии би 42 авны нулю; сле овательно РЕ положи 
ри Х==0 функц дх Равны нулю; след ‚ ЯХ 


тельно; такое же доказательство остается и для следующих производных. 

Таким образом мы доказали существование интеграла уравнения (25), 
правильного в области точки х =, =... ==х,==0 и разлагающегося 
в ряд с положительными коэфициентами, Отсюда, по предыдущему, сле- 
дует, что уравнение (25) имеет интеграл, правильный в области той же 
точки и обращающийся ‘в нуль при х, =0. Последнее, очевидно, верно 
и для уравнения (24). Отсюда, далее, следуег, что ряд, получающийся 
как разложение искомого интеграла 2 уравнения (23), — сходящийся, пока 
модули разностей х,— (х), остаются менышими некоторого положнтель- 
ного числа г. Сумма этого ряда есть функция, голоморфная в обла- 
сти точки (х,)о, (Х.)»...› (Хо и обращающаяся при х,==(%.% в 
9 (5, х,....Х,). Легко видеть, что эта функцит, действительно, удовле- 
творяет данному уравнению (23); в самом деле, если мы заменим в функ- 
_ 92 92 
9х 9х 
ми производными, то в результате получим некоторую функцию 
$(х,х,,....Х„), правильную в области точки (ху)о» (Хо)... (Хи); да- 
лее, из самого способа получения коэфициентов ряда 2 следует, что функ- 


ции / переменные 2, найденною функциею и ее частны- 


да 
ЦИИ ф их вместе со всёеми своими частными производными равны 
1 . 
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между собою в точке (ху, (Л оз э (1) следовательно, эти две функ- 
ции тождественны. 
Предыдущее доказательство применимо и к системам совместных 
уравнений первого порядка 
32 92 д2 
АЛ, = р (27). 
9х1 9х. 
‚у которых правые части содержат только переменные х,, х,,..., Хх» 
функции 2), 2,,..., 2, и частные производные первого порядка по 
независимым переменным х,, х.,..., Х„, за исключением производных 
по х,. Предполагая, что правые части голоморфны вблизи системы 
" ® 
частных значений всех стоящих в них переменных (хо, (2), (2) где 


Е __ 92 
"——“, мы приходим к следующей тебреме: 
: 3х, 

Уравнения (27) имеют систему интеграл`в, голоморфных в обла- 
сти точки (ху, ..-, _(х„)о. ий обращающихся при х,==(х,)) в р дан- 
ных функций $, $.,..., ф› от (п— 1) переменных Ха, Хз») ХМ 
голоморфных в области точки (5) (х)»..., (Х,» И таких, что 


значения функций у, 1 Е в этой точке „равны. (г, и (2) 
4 
(Е—=1,2,..., р; #=2, 3,..., М. | 

387. Обьий ин.еграл системы диференциальных уравнений. Предыду- 
щая теорема позволяет пополнить теорию диференциальных уравнений 
во многих существенных отношениях. Так, например, из нее непосред- 
ственно вытекает существование бесконечного множества интегр.рующих 
множителей для выражений вида Р(х, у)ах-- © (х, у) 4у, когда Ри @ 
суть аналитические функции переменных х иу ($ 373). 

Вернемся к уравнению первого порядка у’==Х(х, у); пусть будет 
(хо, Ус) одна из пар значений, при которых функция /(х, у) — правиль- 
ная: Мы можем рассматривать голоморфный интеграл, существование 
которого мы доказали и, который принимает значение у, при Х==Х,, 
как функцию трех независимых переменных х, х, У; Сс ЭТОЙ точки 
зрения мы и будем теперь его изучать. Для определенности предполо- 
жим, что функция /(х, у) — прав льная в области точки (х=а, у== В). 
Очевидно, что мы можем рассматривать данное уравнение как уравнение 
в частных производных 


ВУ ух, У), (28) 


определяющее функцию у трех переменных х, хо, Уо. Найдем интеграл 
этого уравнения, голоморфный в области точки х=а, х›==а, уу =ви 
обращающийся в у, при х==х,. Это последнее условие имеет другой 
вид, чем условие предыдущего параграфа; но’ чтобы обойти это затруд- 
нение, нужно только ввести вместо х и х, два новых независимых 
переменных и ==х -|- хи 9==х— ху. Тогда уравнение (28) обращается 


в уравнение . 
ууу _,(и-о 
за Гао = ( 2 ‚), (29) 
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и нам нужно найти интеграл этого нового уравнения, голоморфный 
вблизи значений и==2а, 92=0, У‚==В и обращающийся в У при 
«% —=0. Из общей теоремы ($ 386) следует, что существует один и 
только один голоморфный интеграл, удовлетворяющий этим условиям; 
обозначим его через $(^х, Ху, Уз\, предполагая, что & и © заменеиы их 
выражениями через х, х,. Пусть будет ДР? область, определяемая усло- 
виями |х-— &@|= т, | х,—а|=<г, 1—8 | == р, в которой эта функция 
правильная. Функция ф обладает в этой области следующими свой- 
ствами. 

Прежде всего из самого способа ее получения следует, что, если № 
и 0 — постоянные, то она представляет интеграл диференциального 
уравнения У ==У(х, у), принимающий значение ', при х=%. Этот 
интеграл, наверное, голоморфный, если |х—а|<.г, какие бы значения 
ни имели ху и у, в области 0. 

Разложение функции ф(х, Хх, Уз) имеет вид: 


У Ус Е (х — м) Р(х, Х, о), 

где Р также обозначает правильную функцию. Из общей теории неяв- 
ных функций следует, что из этого уравнения можно, обратно, вывести 
соотношение Ус =Ф (х, х,, У), где правая часть есть также целый рял. 
Эта функция ф(х, х» У) тождественна с функциею $ (хо, х, У). 
В самом ‘деле, пусть будут х, и х, две точки области 0;. интеграл, 
равный у, при х==хо, принимает в точке х., некоторое значение у,, и 
мы` имеем: у, =$(%, Хо, Ус). Но, очевидно, что обе. пары значений 
(хо, ` У), (Х» У,) равносильны; следовательно, их можно взаимно пере. 
ставить, и мы имеем также: У) =ф (ху, Хх.» У,). 


! 


Пусть будет ху какое-нибудь значение переменного х, удовлетворя- 
ющее условию |х›—@|<.г. Мы покажем, что всякий голоморфный 
интеграл уравнения (28), проходящий через какую-нибудь точку (ху, У.) 
области 0, удовлетворяет соотношению вида: 

О 
$ (хи, х, У)=С. . {30) 
°В самом деле, рассмотрим голоморфный интеграл уравнения (28), 
обращающийся при х=х, в Уз; этот интеграл принимает при х, неко- 
торое значение у’, и, следовательно, по самому определеиию функции ф 
# : и 
мы имеем Ф (ху, Хо, Уд) ==У,. Пусть будет х другое значение перемен- 
ного в той же области и у — соответствующее ему значение того же 
интеграла уравнения (28); мы имеем также $ (ху, х, У) ==» и, следова- 
тельно, рассматриваемый голоморфный интеграл действительно удовле- 
творяет соотношению вида (30). Диференцируя его по х и заменяя про- 
изводную у’ ее значением /(х, у), мы заключаем, что функция 9 (у х,у) 
Га 
удовлетворяет соотношению 


3$ $ 

ее =0; 31 
ху ‚ У)=0; . (31) 
. это со тношение необходимо должно быть тождеством, так как оно 


должно удовлетворяться при х==х,, у==у,, причем точка (х., уз) есть 
произвольная точка области 2. 


$ 387 1. ИСЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ .63 


Это замечание позволяет дать ответ на вопрос, пока оставленный 
нами открытым ($ 383). Рассмотрим в плоскости переменного х какую- 
нибудь кривую Г, неограниченно приближающуюся к точке ху; мы 
будем говорить; что функция у переменного х, за аналитическим продол- 
жением которой вдоль кривой Г мы можем проследить, стремится к. Уз, 
когда х, оставаясь на Г, стремится к ху, если для всякого положитель- 
ного числа = можно найти такое положительное число 1, чтобы |у— | 
оставалось меньшим & при всех значениях х, лежащих на Г внутри 
круга с радиусом, равным 1, и © центром в точке ху. Из рассуждения 
Брио и Буке (см. стр. 55) еще не следует, что не существует никакого дру- 
гого интеграла, кроме голоморфного, который стремился бы к у при 
приближении х к ху в том смысле, как это только что было указано. 
Теперь мы можем доказать, что в области О) это свойство, действительно, 
имеет место. В самом деле, рассмотрим какую-нибудь определенную 
точку (х, У) и возьмем в уравнении (28) за новое неизвестное опре- 
деленную выше 'функцию =, х, У). Мы имеел: 


на основании соотношения (31) данное диференциальное уравнение обра: 
„ау 
щается в як == 0. Но если при приближении х к № у стремится к У» 


то, то же самое имеет место и для У, так как по условию $ф(х, Ж, Ус) 
обращается при Х==Х, в У, и, очевидно, что единственным интегралом 


ау. 
нового уравнения „_==0, 0, удовлетворяющим этому условию, будет У=у.. 


Следовательно, искомый интеграл должен удовлетворять соотношению 
9 (Хо х, У) = Ук, 
нли ПО 
У =У- (х — м) Р(х, У, Хо). (32) 


Но из теорни неявных функций следует (т. |, $ 184), что уравнение 
(32) имеет только один корень, стремящийся к у, при приближении х 
к хо, и что этот корень есть, действительно, голоморфная функция *. 

Отсюла мы заключаем, что всякий интеграл уравнения (28), прохо- 
дящий через любую точку области О, удовлетворяет соотношению вида 
(30). На этом основании говорят, что уравнение (30; представляет в 
области О ‘общий интеграл диференциального уравиения; число С 
есть постоянное интеграции, которое остается произвольным, по крайней 
мере, в некоторых пределах. Мы видели, что уравнение (30) также 
можно представить в равносильном виде: у=ф(х, Ху, У), где у — 
постоянное интегрирования. 

Все эти свойства можно распространить и на систему диференциаль- 
ных уравнений 

ду. ау, 


ау 

1 

= (х, ... —— =)... =. 33 

ах Л 7] У, У», ’ У" ах =/, ‚ ах =, ( } 
* Пикар, Тгайв 4’ пав, т. 1, 2-е изданиз, сгр. 355—858; Пенлеве, 16008 Че Зоск- 

Войт, стр. 18—20 и стр. 394—39 


5 Э. Гуров, т. Ц, ч. 2. 
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Предположим, что правые части этих уравнений голоморфны вблизи 
системы значений х==а, у ==В,..., У„=В,. Мы можем и здесь рас- 
сматривать данные уравнения как систему уравнений в частных произ- 
водных между п фуикциями У, у,,..., У, и (п--2) независимыми 
переменными Х, ху, (У), ..-, (Улю и искать интегралы этих уравне- 
ний, которые были бы правильными вблизи значений 


х=а, х=а, (у) =, -.., (Удл=В, 


"и обращались бы при х == хо соответственно в О», (У) = (Уно: 
Пусть будут 
Ул — [х, х, (Ут), ...’ (У) 


у — $, ...у У, = Фи [х, №» (и), ...) („1 (34) 


п функций, определенных таким образом; мы предположим, что они 
голоморфны в области 0), определяемой условиями: 


[фа 1—1 <<, | — | <. 
Из формул (34), обратыо, получаем: 
(7% =) (Ху Х, Уре» У ++» (0/1) = 9, (Хо» Ху Ур... ),); (35) 


здесь каждая из функций ф, при всяком значении х, удовлетворяет соот- 
ношению 


ил +... =, . .(86) 


Мы можем доказать это предложение так же, как выше, заметив, 
что голоморфные интегралы, принимающие значения (у), ...,› (У„) при 
== хо, ‘удовлетворяют. соотношениям (35), а следовательно, и соотно- 
шевиям (36), которые мы получим из предыдущих, диференцируя их по 
ау, 
ах 
должны быть тождествами; в самом деле, как и выше, можно показать, 
что, предполагая х, постоянным, можно выбрать значения (у.о, ..- (Уно 
таким образом, чтобы интегральная кривая * проходила через любую 
точку области 0. Следовательно, левая часть формулы (36) должна быть 
равна иулю для координат всякой точки этой области. 

° Если в данных уравнениях (33) мы примем за новые неизвестные 
функции п функций У,= $, (хо, х, у,..., У,), где м, — постоянно, то 
при условиях (36) эти уравнения’ обратятся в 


независимому переменному х и заменяя через /. Соотношёиия (36) 


ау о ау _ | и. 
м =0, р. це о (37) 


Отсюда следует, что все интегралы системы (33) удовлетворяют соот- 
иошениям вида (35), где (у),...› (У„)о — постоянные; это верно по 
меньшей мере для тех из этих интегралов, которые проходят через одну 
из точек области О, в которой функции ф — правильные. Здесь мы 


* Обобщая мы будем говорить, что всякая система интегралов уравнений (33) определяет 
интегральную кривую. 
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опять будем говорить, что формулы (35) представляют в этой области 
общий интеграл системы (33). . 
Как и выше, из предыдущих уравнений можно вывести, что нет 
никакой другой системы интегралов, кроме голоморфных, которые стреми- 
лись бы к (у), .-., (Ул) › Когда х стремится к ху. В самом деле, мы 
имеем: 
ву, (х — хо) РИхо, х, Уь:--» У), 


и определитель Якоби Рф Фь--, 9) при х==х, равен единице. Из 
. р (у, ау у) ы 
общей теории неявных функций следует, что уравнения (35) имеют 
только одну систему корней у, у,,..., У, стремящихся к (У:)з, 
(2), ++) (У) при приближении х к х,, и эти корни голоморфны. 
Таким образом, в конёчном выводе, через всякую точку области О 
проходит одна и только одна интегральная кривая; эта кривая пред- 
ставляется и уравнениями у,=,(х), где функции Ф, голоморфны, 
если только ‘х —а| == г. 


П. МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ. 
МЕТОД КОШИ-ЛИПШИЦА. 


388 Последовательные приближения. Метод последовательных приближе- 
кий ‹ыл применем с успехом Пикаром к обыкновенным диференциальным урав- 
нени-м и ко многим уравнениям в частных производных. Мы изложим примене- 
ние этого метода к обыкновенным диференциальным уравнениям с существенным 
дополнением, принадлежащим Э. Линделёфу (Мпае16}. ' 

4у 


Пусть будет у(х) интеграл диференциального уравнения «= Ее, у), при- 


нимающий значение ур’при Х = ж. Эта функция у(х), очевидно, удовлетворяет 


соотношению 
х 


уд + (ЛЬ у 4ь (38) 


и обратно. Уравнение (38) есть интегральное уравнение; очевидно, что оно одно 


может заменить собою два условия У (х) == х, у (х)]. у(х)= У; вместе с тем 
к нему легко применить метод последовательных приближений. Мы изложим 
.эгот метод в применечии к системе двух уравнений первого порядка 


Чу _ 42 _ 
а«=/ © У, 2), аЕ= 0%, У, 2), . (39) 


презпозагая сначала, что переменные действительны. Предположим: 1) что обе 
функции } и $ непрерывны, когда х изменяетс» от Хо до ха ау и 2 изме- 
няются соответственно между границами (у. — 6; %-Р 6), (20 — С, 6); 2) что 
‘абсолютное значение каждой из этих функции остается меньшим некоторого поло- 
жительного числа М, когда переменные х, у, = остаются в иредыдущих грани- 
цах; 3) након-ц, что существуют два таких положительных числа А и В, что 


[А у, Их, У, РА # 1 (40) 
[у 2) — 9 (х, У, #)| < АУУ +В] 2—2 | 


для любых точек (х, у, 2) и (х, у', 7’), содержащихся в вышеуказанной области. 
Для удобства рассужд-ния положим а > 0; пусть будет й меньшее из трех 


[4 
положительных чисел а, лу, ту. Докажем, что уравнения (39) имеют систему 
интегра 1ов, -езр'рывных в пр `межутке (ху, х- й) и принимающих значения 
5* 
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% й 2 при х==ль. Для этого представим уравнения (39) в форме инте- 
гральных уравн ний; 


уы=»+ (1 [4 у(в, 2(В]аь 2(х)=д- \ $[5 у(9, 2] аё (41) 


мы решим эти уравиения последовательными приближениями чем же способом, 
как систему совместных уравнений (т. 1, $ 33), причем возьмем за первые при- 
ближенные значения самые начальные значения узи 2%. Таким образом мы будем 
иметь: 


—“ 


(= ) Л(Ь У» 20) АЕ, 


ака + |906 6 2) 6 | 
х (42) 
уз (к) = у + \ У (9, а (бра | 


< 


—5мх 


2х) = 20 + \$[6 51 (0) 2, (] аЬ 


'и вообще 

Ув (х) = \ не Уп (В, 21-1 (1) 4 
и 
‘а == (6 Уна, ан (6)] 4! 


х, 


| 
} (43) 
| | 
} 


Докажем сначалг, что если х заключается в границах (№, №), то этот 
прием вычисления можно продолжать неограниченно. Прежде всего, если х 
заключается в предыдущем промежутке, то мы имеем: 


| уз — №! < МАХ Ь, 


.и точно так же |2: — 25! < с. Следовательно, если мы заменим в } и $ количе- 
_ ства у и 2 через у; и 24, то получающиеся при этом функции от х будут непре- 
рывны между хо и х, -- йьи их абсолютные значения останутся меньше числа М. 
По той же причине уз и 2. будут функциями от х, непрерывными в проме- 
жутке (м, ж-Р №) и мы будем иметь в этом промежутке |у— у |< В, 
122— 2% | < с. Это рассуждение можно прололжить неограничеино; все функции 
Ули 2„ будут непрерывными межлу ж и +, и мы всегда будем иметь 
в этом промежутке: |уи — Уз | < В, [21—25 |< с: | 
Чтобы доказать, что при неограниченном возрастании числа п, уп и 2, стре- 
мятся к определенным пределам, заметим, что из уравнений (42) мы имеем: 


11%) — У | < М (х— ж), [21 (х) — в! < М(х — м {44 
где х заключается в промежутке (ху, хо + #). Далее, получаем: 
х 
ув) — и д== | {7 и, 249] А уь #9} 4 
№ 
или, принимая во внимание неравенства (40): 
я .% 
ув) — у (| < | Ар — 014 + \ ВТ 2ь@ — д 1 4Ь 
я. 


й 
№ 


` 
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и, следовательно, на основании неравенств (44); . 


Табо) — и ммв 


Такие же формулы имеют место для |25(х) — 21 (х)|,‚ и, продолжая таким 
образом далее, мы вообще будем иметь: 


[Уж — уи-а®) 1 < МСА Ви", 
И (45) ` 
а) — ани) < МСА Ву", 


Следовательно, ряды | 
о + бя — о) Нов -У) +... би -д+.,., } (46) 
2 + (21 — 20) Е `2а— 20 +... - (и — 21-0 +... 


все члены которых суть функции от х, непрерывные в промежутке (хо, хо - 1), 
будут равномерно сходящимися в этом промежутке. Поэтому суммы У(хл ий (х) 
обоих рядов при значениях х, заключающихся между хз и х--й, будут непре- 
рывными функциями от х. При неограниченном возрастании Числа п соотноше- 
ния (43) обрашаются в прецеле в 


р А 


У(х) = + | ИЕ УР, СОТА 2ы=в +) У, 2 (Ва 


№. № 


В самом деле, мы только что видели, что в промежутке (ж% , х -- Я) разности 
У(.) — ул 1 (х), 2 (<) — 2„-1(х) стремятся неограниченно к нулю, и, следова- 
тельно, в силу соотношений (40), интегралы 

А 


|, У, 2 ЛЬ уни. и} 4 
. 
\ {2 УС, 29-6 уно, и 8} 4 
№ 


при неограниченном возрастании числа п, также стремятся к нулю. Таким обра- 
Зом функции У(х) и 2(х) удозлетворяют всем требуемым условиям. . 

Очевидно, что прелыдущий метод применны при всяком числе уравнений 
системы. Неравенства (49), играющие существенную роль в предыдущем локаза- 
тельстве, будут, наверное, уловлетворены при подходящих значениях А и В вся- 
кий раз, когда функции / и $ им.ют частные производные по у и 2, непрерыв- 
ные, пока переменные заключаются между указанными границами; это непосред- 
ственно следует из формулы конечных приращений (т. 1, $ 17). Заметим также, 
чго если функции {и $ остаюгся непрерывными при изменении х между грани- 
цами хх —аи х-+- аи при изменении у и = между прежними границами, то 
из предыдущего рассуждения следует, чго существует система интегралов У(х) 
и 7(х), принимающих значення у и 25 при х==лхь и непрерывных в промежутке 
(Х, —Я, ж-- №), где й имеет прежнее значение. | 

Не существует других интегралов, кроме У(х) и 2(х), принимающих 
значения уу и 2 при х=ху. Так как доказательство одно и то же при всяком 
числе уравнений, то мы рассмотрим для простоты только одно уравнение 
=, у): положим, как выше, 


х 
я 


р 
У: =У + \ С, уз) а, ... ‚з.Уп = № = \ уе, Ун-1 41. 
№ 


„ 


Х. 


Густь будет У, х) интеграл этфго уравнения, принимающий значение уз при 
х = хо и непрерывный в промежутке, (хо ‚ лу т-.0' где а’), где а’ есть число, менышее 
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| 
наименьшего Из чисел а ил, и притом такое, что | У) (х) — |< В в проме- 


жутке (1х; № + а’). Так как’ У, удовлетворяет данному уравнению, то мы имеем; 
д 
У = 14. 


№ 


н, следовательно, 
х 


Уд = ЛЬ ИЛ н- 0} 4 


®о 
Положим последовательно в этом соотношении и ==1, 2, 3,...; при п=1 
будем иметь: 
[У (*) — м СО |< АВ (х — ж), 
затем при и =2 


(х— хм 


АЬ (1 — хо) @ = А р”, 


[У (х) — уз (х)| < А 


к 


и вообще 
— № а 
[У (®) — ув (х) | < 4% и тие. 


При неограниченном возрастании числа п правая часть этого равенства стре- 
мится ко нулю; следовательно, интеграл У, тождестВен с пределом выражения у», 
т.е. с . 

389. Случай линейных уравнений. Из общего рассуждения следует, ч!о 
интегралы уравнений (39) будут, наверное, непрерывны в определенном выше 
промежутке (хз, № - Я). Но во многих случаях можно утверждать, что сущест- 
вует более широкий промежуток, в котором эти интегралы остаются непрерыв- 
‚ными. В самом деле, -если мы возвратимся к предыдущему доказательству, то 


Ь |- 
увидим, что условия "<, "< введеиы только для того, чтобы быть уве- 


генным, что промежуточные функции у,, 21, Уз, 22,... не выходят из границ 
(ив м-Ь, (2—6 до), и потому функции Х(х, у» 2), ®(х, уь 2) оста- 
ются непрерывными функциями от х между Хо и м. Если же функции 
(х, у, 2), 9х, у, 2) остаются непрерывными, когда х изменяется от ху до’ Хо -{ а, 
ауи д от — © до +0, то нет надобности вводить эти условия: ве 
функции у;, 2, будут непрерывны в промежутке (хо ‚ хо + а) В этом случае, чтобы 
доказать сходимость обоих рядов (46), нужно только, как и выше, чтобы существо- 
вали два таких положительных числа Аи В, чтобы неравенства' (40) удовлетво: я- 
лись при всех значени, х у, у’, 2, 2’, когда х остается в промежутке (ху хь -- а). 
В самом деле, повторяя предыдущие рассуждения и обозначая через М верхнюю 
границу количеств | (х, %, 2)| и |%9(х, у, 20)[ в промежутке (2, жа), 
мы увиднм, что неравенства (45) остаются в силе, а этого достаточно для доказа- 
тельства существоваиия непрерывных интегралов уравнений (39). 

Из формулы конечных приращений следузт, что прелыдушие условия уловле“ 
творяются, если функции }(х, у, 2), $(х, у, 2) имеют частные производные по 
у и 2, которые остаются конечными при всех значениях у и 2 и при измененин 
переменного х от № до хь-- а. Это, например, имеет место для уравнения 

Чу 


ах = фт у. 


Его правая часть }(х, у)= х-- зшу есть непрерывная функция от х, у при 
всяких значениях хиу, и абсолюгное значение частной производной зу ие больше 


* За всем, что касается приближенного ннтегрировання диференциальных уравнений, я от ы- 
лаю читателя к работам Коттона (СоНоп) (Ас ташетанса, т. ХХХЕ ВиЦецп ае 41а босев 
чатратаиаие ае Ргапсе, т. ХХХУЬ ХХХУЦ- ХХХУЦГ Аппайз ае РОшуегуйе 4е Отепоще т. ХМ 


$ 389—390 —П. МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ п 


единицы; следовательно, все интегралы этого уравнения непрерывиы, когда х 
измеияется от — со до - со *. . ` 

В частностн, предыдущие заключения применимы к систёме лииейных урв- 
нений 


р . 
ан: + а, + аня +в @=112,..., т, (47) 


коэфициенгы которых ал, 8, суть функоии от х. Если все эти функции непре- 
рывны в промежутке (ху, х\), то все интегралы этой системы также непрерывны 
в этом промежутке. Поэтому, если нсе ксэфициенты — многочлены, то все инте- 
гралы непрерывны при изменении х от — со до - ©. 

Ограничиваясь действительными переменными, мы видим, что интсгралы 
линейных уравнений не могут иметь других особых точек, кроме особых точек 
коэфициентов этих уравнений. Это весьма важное свойство не распространяется 
на другие уравнения, повидимому, столь же простые, например ва уравнение 


Примечанне. Часто приходится иметь дело с системами линейных уравнений, . коэфицн- 
енты которых суть аналитнческне функции некоторых параметров. Предположим для определенно- 
сти, что коэфнциенты ап; н &; уравнений (47) суть функции от х, непрерывные в промежутке 
(а, 6) н, кроме того, зависят аналитнчески от некоторого параметра », причем в некоторой области С 


онн будут его голоморфнымн функциямн. . 

Интегралы этой снстемы, принимающне данные начальные значения при значении х, перемен- 
ного х. заключающёмся между д и 65. представятся во всем промежутке (а. 5) равномерно сходя- 
щимнся рядами. и из’ самого способа их получення ясно, что все члены этих рядов суть функции 
параметра ^, голоморфные в областн Д. Следовательно, эти интегралы суть сами функций от \, 
голоморфные в области Ш ($ 290). ^ 

Чаще всего случается, что каэфициенты аж и &; суть целые функцин параметра Х; следова- 
тельно, в таком случае и самые интегралы булут таже целыми фуикциями от ^. Мы можем непо- 
средственно получнть разложення по степеням ) интегралов, принимающих данные начальные зна» 
чеиня, вставляя в обе часгн уравненнй (47) разложения вида: у 


‚ ужи пи... ЩрР +... (=Ь2,..., п), 
гдз шк суть функцин от х, и выражая. что обе части тождественны между собою; при этом 


функции и должны принимать прн х=ж данные начальные значения, тогда как фуикции йц,, где 


Ё 1, при х=ж должны быть равны нулю. Определяя, таким образом, последовательно коэфицн- 
енты ищ, Мы получим для ннх системы лннейных уравнений. Ниже мы еще вернемся к этому 
вопросу (см. т. Ш, $ 462—463). : 


390, Распространенне на аналитнческие функции, Предыдущий метод 
можно распространить и на комплексные переменные. Для этого достаточно 
заметить, что для аналитической функции одного или нескольких переменных мы 
имеем неравенства, аналогичные неравенствам (40). В самом деле, . рассмотрим: 
сначала функцию / (х) одного комплексного переменного х, голоморфную в обла- 
сти Я, ограниченной выпуклою линиею С, и на самой этой линни; пусть будет 
А наибольшее значение модуля |/’(х)! в этой области. Разность [ (хз) — 1 (4), 
где х и х, — любые точки этой области, равва определенному интегралу 


\ Д'(х) ах, взятому вдоль прямой, соедивяющей эти обе точки. Следовательно, 
мы имеем: . , 
Роз) — Ло) < Аж — |. 


Точно так же, пусть будет /(х, у} функция двух переменных х и у, голо- 


* Аналогичную теорему можно получнть из исчислення пределов. Пусть будет /(х, У) анали- 
тическая функция, действительная прн всякой снстеме действительных значений х ну и голо- 
морфная в области этой системы значеинй. Предположим, кроме того, что |1 (х, у)| остается: 


" (+) | аи | (5) |= ь. 


меньшнм некоторого постоянного числа М, если` соответственно 


Если м, у» есть система каких-нибудь действительных значений х и у, то мы заключаем, что 
функция / (х, у) голоморфна в области, определяемой неравеиствамн | х— № | за, |У-ж |=, 
и ее модуль меньше чис‘а М. Тогда из исчисления пределов следует, что} инт-трал уравнения“. 
у=л(х, У), равнын у при х=хжь, будет, иаверное, голоморфным в, некогором круге С, радиус г кото- 


рого, равный а (, —е м не зависит от хо, Уз. Пользуясь кругами с радиусом, равным г, мы 
можем получить аналитическое продолжение этого ннтеграла вдоль действительной оси, откуда 
видно, что ‘интеграл будет голоморфиым внутри полосы. ограниченной двумя прямыми, парад“ 
дельными действительной оси и отсгоящимн от нее на расстояние г, 
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морфная, когда эти переменные остаются соответственно в двух областях ® и %', 
ограниченных двумя выпуклыми линиями С и.С’; пусть будут А иВ наибольшие 
значения модулей |У/’| и |} | в этой области. Если х; и ха — аве какне-нибудь 
точки плошади ®, ау, и у›— две какие-нибудь точки. площади 9', то мы имеем: 


Джа, ул — Доу) = [Г , у — А, М По, У) — Ро, У], 
и, следовательно, по доказавному выше, 
У, Аж, < Аж хи Вуз — |. 
Это локазательство приложимо при всяком числе незавнсимых переменных. 
Мы здесь ограничимся для простоты случаем одного уравнення 
Е = их, у). (48) 


Предположим, что правая часть голоморф“а в области, определяемой нера- 
веиствами | Х — Ху | = а, |у-— у|==8; пусть будет М значение максимум модуля 


м ь 
Ух У)| в этой области, и й — меньшее из двух чисел а и м: Опишем н пло- 


скости пе, еменного х из точки Ху круг С» радиусом, равным #, и положим, как 
выше: у 


ув И, зв, ее -НАЛЬ ра... из а 


Е Е х 


5 


Предполагая, что точка х лежит внутри круга С» мы сначала докажем 
последовательно, что 


У — 90| < в, [ув — У | < В, ...у У 1 <Ь, ... 


Следовательно, все эти функции у, у,..., У переменного х голоморфиы 
в круге С», и действия можно продолжать иеограниченно. Далее, мы имеем: 


х 


уни 69 = | 4 ао и} 46 | 49) 
№ 

где интеграл взят вдоль прямой, соединяющей точки ху, х. Пусть будет А наиболь- 
‚ шее | значение молуля ЗУ | ‚ когда |х— м |=, |у— у, <; ва основании 
предыдущегг, мы имеем попрежнему: 

НВ уф ЛЬ Уи < А| Уи - Уи |. 

Чтобы доказать, что и здесь имеет место неравеистно, аналогичное неравен- 
ствам (45), предположим, что : 
пла — на 01 < Ми 

Это соотиошение, очевидно; верно при л=2. Положим х = ху -| гей; заме- 


няя переменное # — ху через ре, мы приведем интеграл (49) к интегралу по р, 
взятому вдоль действительной оси от 0 до г, и получим: 


у < п р МА 
(<) им ое” р 


Цли 
1-Х — ЖИ 
в 


Дун (х = уго. < МА! 
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Доказательство закаичнвается, как и выше. Именно, ряд с общим членом 
(Уи — Уп-1), — равномерно слодящийся в круге Сл, и, так как все его члены суть 
'оломорфные функции, то его сумма есть функция, голоморфная в том же круге 
(5 29)", удовлетворяющая уравнению (48) и принимающая значение уз при х = ху. 
Разложение в целый ряд этого ивтеграла, кочечно, тождественно с тем, 
которое дает исчисление пределов, но граница для радиуса сходимости здесь 
выше, чем в П-`рвом методе. . 

Замечание, сделанное в $ 89 по поводу линейных уравнений для случая 
действительных переменных, распространяется также и на аналитические функции 
комплексного переменного. Предположим, что коэфициенты а» и 6, уравнений 
(47) суть аналитические функции комплексного переменного х. Отметим в пло- 
скости х особые точки этих функций и предположим, что Из каждой из этих 
точек проведеиа неограниченная полупрямая как продолжение отрезк», соединяю- 
щего точку х, с этою особою тозкою. Совокупность точек плоскости, не лежа- 
щих ни на одной из прелыдущих линий, называется звездою, соответствующею 
системе особых точек. Прямая, соединяющая точку № с любою точкою х звезды, 
не проходит ни через одну из особых точек, и из рассуж.ений $ 389 следует, 
что вдоль этой прямой все интегралы системы (47) будут голоморфны. Так как 
точка Хх «сть любая лочка знезды, то отсюда мы заключаем, что «се интегралы 
линейной системы голоморфны ‘во всей звезде; этот результат. будет доказан ниже 
другим способом ($ 399) 

Пользуясь методом последовательных приближений, мы можем получить для 
интегралов: линейных уравнений разложения в ряды, сходящиеся во всей звезде. 
Пусть бузет А какая-нибудь область плоскости, ограничениая замкнутым конту- 
ром С, лежащим всеми своими точками в звезде; ряды, получаемые методом ` 
последовательных приближений, будут равномерно сходящимися в обзасти А. 
Предоставляем читателю най:и доказательство этого предложения; оно ведется 
тем же путзм, какой был применен нами выше. 

391. Метод Коши-Липшица. Первоз из доказательств существования инте- 
гралов сис'емы диференциальных уравнений, данных Коши, ‹охранилось в его 
лекциях, записанных аббатом Муаньо (Мото) и напечатанных им в 1844 г. 
Впоследствии Липшиц значительно упростил это доказательство и выставил на 
вид предположения, необходимые для того, чтобы это доказательство имело силу. 

Чтобы был. ясно виден ход рассуждений, возвратимся к. простейшему урав- 
нению 


Мы доказали (т. 1, $ 75`, что интеграл э1ого уравнения, принимлющий зна- 
чение уу при х= х,, есть предел суммы 


УЕ Л (о) (а — хо Е ИИ оф жд... Иж и 9, (50) 


где м, х,..., Хи-а суть (п — 1) точек прсемежутка (х, Хх), когда число п 
неограниченно возрастает так, что все промежутки (х, — х;_1) стремятся к нулю. 
Этот прием, соогветственным образом обобщен-ый, и приводит к первому дока- 
зательству Коши. Для простоты изложения рассмотрим случай одного урав- 
нения 


Ч — 1(х, у). (51) 


Пре положим, что функция /(х, у) действительных переменных х, у непре- 
рывна, когда. х изменяется от худо ха и у изменяется от уу — 8 до у, В, 
и что сушествует такое положите ‘ьное число А, что если уни у’ суть два каких- 
нибудь числа, содержащихся в промежутке (у— 6, %-Е В), н Х саключается 


между № и ма, т .. , 
Ух, у) — Их, у < У-У|. (52) 
Эго условие; на важное значение которого указал Лиишиц, мы будем назы- 


вать для краткости условием Липшица. 
Пусть будет М’ верхняя граница модуля |{(х, у)| в предыдущей области; 
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Г: 
и # — меньшее из двух чисел а и М (мы предполагаем, что а>0, 8>0.). 


Чтобы докезать, что уравнение (51) имеет интеграл, принимающий значение у 
при’х=м и непрерывный в промежутке (х» ж-2 Я), мы будем подражать, 
насколько эго возможно, ходу рассуждений, которым мы пользовались при доказа- 
тельстве существования начальной функции от функции. /(х). Пусть будет х 
` какое-нибудь значение перемеиного, заключающееся в промежутке (м2, №- 1); 
‘возьмем между х, и х некоторое число промежуточных значений х+, м, ... 
...) Мо Хр +. Ян-а, идущих в возрастающем порядке от ху.до х. Положим 
последовательно: . 


У. Уо + Л(%%,› о) (4 — 20), Уз АЖ» 54) (8 — м),..., (53) 


и вообще 

у Иа, а их) @=12,...,1п— 1). (54) 
Сумма | 
Уп == У (жа о) (до) Е Руа) ох... Иль Уи) и жил) (55) 


имеет очевидное сходство с суммою (50), в которую она обращается, если функ- 
ция }(х, у) не зависит от у. Таким образом мы должны нсследовать, стремится ‘ли 
эта сумма (55) к пределу при неограниченвом возрастании числа п. Мы расши- 
рим эту задачу, введя предварительно две суммы, аналогичные количествам $ 
иб (1.5 69). 

Рассмотрим треугольник АВС, образуемый прямыми, представляемыми урав- 


нениями: 
А—=ж-я У + М(Х—х), У=и—М(Х— м). 


Из определеиия числа й сдедует, что фуикция {(х, у) непрерывна, если точка 
(%,.У) остается виутри или на стороне этого треугольника, и ее абсолютное зна- 
чение не превосходит числа М. 

Прямые Х=лх!, Х=лх,..., А =х, параллельные оси Оу, разбивают тре- 
угольник АВС на иесколько равнобздреиных трапеций С; 6;-,65;С;, из которых 
‚ первая приводится к треугольнику АВ:с.. Пусть будут М; и т, наибольшее“ 
и наименьшее значеиия функции }(х, у)в этом треугольиике Аё:с!; мы имеем — 
М=т: < М, = М. Проведем через точку А прямые с угловыми коэфициен- 
тами М: и т; эти прямые встретят прямую Х = хи: в двух точках Р, и ри, орди- 
наты которых соответственно равны У; — уз -- М, (21 — Ж2) и у == У т, (м — Хх} 
[здесь буква у; обозначает уже не то количество, как в формулах (53)—(55)|. 
Очевидио.. что эти точки Р: и р. лежат внутри или на сторояах треуголь- 
ника АВС, и. У, > у. Проведем через точку Р; прямую с угловым коэфициен- 
том М до пересечения ее в @, с прямою С5; точно так же через точку р: 
проведем прямую с угловым коэфициентом — М до пересечения ее в`4з с тою же 
прямою 49б.. Пусть будут М; и тэ наибольшее и наименьшее значения функ- 
ции Г(х, у) в трапеции Р,О›9эр4; прямая с угловым коэфициентом Мо, проходя- 
щая через точку Р., пересекает прямую а36. в точке Рь, ордината которой равна 


У == И + Ма (жа — х), 


а прямая с угловым коэфициентом т., проходящая через р, пересекает аб 
в точке р» с ордин.тою у, = у, тэ (ха — хи). Очевидно, что мы имеем У, > уз 
и У, —у:-—У, —у,. причем здесь равенство может иметь место только в том 
случае, если уииия Ё(х, у) остается постоянною в трапеции Р.О.9р., так как 


У — = И — ж- (М: — ть) (х, — ху. 


Этот процесс можно продолжать. Получив ‘на прямой С;_-16,_: две’ точки Р;_, 
и р;_1, проводим через Р;_! прямую, параллельную АВ, и через р;_: прямую, 
параллельную АС; мы получим при этом равнобедренную трапецию Р;_О4р;-и. 
Пусть будет М; наибольшее значение функции }(х, у) в этой трапецин, и т, — 
ее наименьшее значеиие; прямая с угловым коэфициентом М;, проходящая 
через ^’;_:, пересекает прямую С,б; в некоторой точке Р;, а прямая с угловым 
коэфициентом т;, проходящая через р;_1, пересекает С}; в некоторой точке ру. 
Таким образом мы составим две ломаных линии, выходящих из точки у! ; 
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линию АРРо...Р,4Р;...Р„, которую обозначим. через [, и линию Ар\ро... 
„.. Ра ри---Ри› Которую обозначим через { обе эти линии встречают прямую 
Х = х соответственно в точках Р‚„ и р„. Из`самого построения этих линий оче- 
видно, что они обе лежат внутри треугольника АВС, что линия С на всем своем 
протяжении расположена иад линиею [, и что расстояние между этими двумя ли- 
ниями, измеряемое по прямой, параллельной оси Оу, не может убывать при воз- 
растании абсциссы от х до х. Ординаты У, и у„ крайних точек линий Си / 
вполне аналогичны суммам $ и $ (т. [, $ 69}; мы положим $ = У), $ =ун. 
Каждому способу разбиения промежутка (ж, х) соответствует своя сумма $ 
и своя сумма 5. Если мы разобьем произвольным образом каждый из частичных 
промежутков (х;-:, Х) на более мелкие промежутки, то из предыдущего геоме- 


у 


Черт. 79. [в 


трического построеиия непосредственно следует, что линия /"”, соответствующая 
этому новому разбиению, будет расположена на всем своем ‘протяжении под 
линиею /., а линия Г — над линиею /. Следовательно, мы имеем 5' = $, 5'>5, где 
буквы 5’и 5' обозначают суммы, соответствующие второму разбиению. Отсюда 
заключаем, как в $ 69 (т. Г], что если $, $, 5, $ представляют суммы, соответ- 
ствующие двум хаким-нибудь способам разбиения промежутка (2, Хх), то 
мы имеем $5<5:, $; >5. Следовательно, обозначая , через / нижиюю границу 
сумм $ и через Г — верхнюю границу сумм 5, мы будем иметь /'=/. - 

Для того чтобы суммы $ и $ имели общий предел, когда наибольшая амили- 
туда всех частичиых промежутков х,—лх,_: стремится к нулю, необходимо. и 
_ достаточно, чтобы $ — 5 стремилось к нулю. В самом деле, мы можем представить 
эту разность в виде: 

$—38=$5—141/-РГ-+Г- 5; 


разность $ —5$ может быть меньше произвольного числа = только в том случае, 
если каждое из чисел $ — 1 /—Г, Г’— 5 (ни одно из них ие может быть отри- 
цательным) меньше г. Но так как положительное число = произвольно мало, 
то последнее может иметь место только в том случае, если Г =; кроме того, 
$`и $ должны иметь общий предел [. Но, для того чтобы показать, что $ - я 
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имеет пределом нуль, еще не лостаточво предположить, что функция Х(х, у) 
непрерывна; здесь именио и необходимо ввести условие Липшица. 

Пусть будут У, и у, ординаты точек Р; и ру, и 8, — разность У; —у;. Так как 
в треугольнике АВС функция Х(х, у) непрерывна, то для всякого положительного 
числа \ можио найти такое положительное Число ‹, чтобы было 


11, у) — А, У) |< 
всякий раз, когда расстояние между точками (х, у) и (х’, У) треугольника АВС 
меньше с; мы будем предполагать, что-все разности х,— х;_: меньше в. Из 
построения, посредством которого мы переходили от точек Р;-1. р;-1 К точкам 
Р;, р, , следует, что | 
ва + (М, — т) (1 — 2-4 
с другой стороны, мы имеем: 

М; —т;=Л хр, у!) — Их, у’) = 
! 
== [Ар уг) — ИГ, У Аи, УР) — КР, УГ 
где (х/, у) и (хГ, у!) суть координаты некоторых двух точек трапеции 
Р;- 99 -- 
Следовательно, принимая во внимание условие (52), мы имеем: 
и О 
М: — т, <: Ку; — У, |; 
но разность | у;' — у; | не может быть больше, чем количество 8;_,--2М(х; — х:--4), 
и поэтому 
М; — т, «А 2МК (х: — 1-1) + К. 


. Предположим, что все пролежутки настолько малы, что все произведения 
2МК (х; - х;_1) меньше числа ); тогда разность М;— т, будет меньше числа 
2\-- К8,_1 и, следовательно, мы будем иметь иеравенство: 


< 8-1 К (х: — м1 2х, — я). (56) 


2 
Прибавив с обеих сторои по Га его можно представить иначе, в. виде: 


р 2) 
+ к < (#-, + к) ПКЕ; — х:- 3]. 
Следовательно, и подавно имеем: ` 
2) — 2) 
К <Я (и + к). 


Полагая в последней формуле последовательно #==1, 2,..., п и умножая полу- 
ченные неравенства почленно, будем иметь: 


. 2 2 — 
Нек" 2), 
ИЛИ . 
Е ев 1 


Так как положнтельное число \ можно взять сколь угодно малым, если только 
все частичные промежутки будут сами меньше некоторого соответственным обра- 
зом выбранного положительного числа, то мы видим, что суммы 5 и $ имеют 
общий предел. Эгот предел есть фуикпия от х, Р(х), определеиная в промежутке 
(2, хо + й) Покажем теперь, что эта функция Р (4х) есть интеграл данного урав- 
нения (51), обращающийся в У при Х-=^. Для этого мы опять обратимся 
к геометрическому представлению. . 

Если все частичные промежутки стремятся к нулю, то ‘не только концы 
обеих многоугольных линий Си { стремятся к одной предельной точке, но 
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и сами эти линии стремятся к некоторой предельной кривой. В самом деле, вся- 
кая прямая, параллельная стороне ВС, пересекает линию Г. в некоторой точке Р 
и линию [ в некоторой точке р, и расстояние Рр. меньше количества $ — 5; кроме 
того, по свойству этих многоугольных линий орлииаты всех точек Р больше 
ординат точек .р. Так как при этом расстояние Рр стремится к нулю, то отсюда 
следует, что точки Р и р стремятся к некоторой одной предельной точке т, 
лежащей на рассматриваемой прямой. Очевидно, что место этих точек т есть неко- 
торая кривая С, расположенная между ломаными линиями Ё и [и проходящая 
через точку А. Ордината точки с абсцнссою х этой кривой равна определенной 
выше функции Р(х), так как положеиие точки п на прямой Х— определяется 
только теми частями обеих многоугольных линий, которые лежат иалево от пря- 
мой Х—х. Предположим, что обе ломаные линии Ё и {Г продолжены до сто- 
роны ВС, и все частичные промежутки меньше наименьшего из. двух чисел в 


МК; пусть будут Р (х) и 9 (х) непрерывиые функции, представляющие в про- 
межутке (х», Х -Е Я) ордиваты точек линии С и линии /. Разность Р (х) — © (х) 


и 


меньше количества 7; (еКв — 1), а потому каждая из функций Ро х, 9(х) отли- 


чается от Р(х) на еще меи! шее количество, Так как число \ можно сделать сколь 
угодно мадым, то мы видим, что можно составить равномерио схолящийся ряд 
непрерывных функций, имеющий в промежутке (%, хо -- #) сумму Р(х); следо- 
вательно, эта функция Р (х) —также непрерывная. 

Очевидно, что всякая доманая линия, лежащая между Ё и & имеет свонм 
пределом ту же самую кривую С. Такова, например, многоугольная линия А, ко- 
ординаты (х;, 2) последовательных вершин которой определяются рекуррентною 
формулою: - 

= 2-4 Е У(нь 21-4) — 1-1, 


. причем первая вершина лежит в точке (х, у); таким образом мы приходим к 

выражениям (55), из которых мы исходили. Замезим также, что, применяя то же 
‘построение, начиная от точки М' (х’, у’) кривой С, мы получим две ломаных 
линии ['и Г, расположенных между С и{ и, следовательно, все более и боле. 
приближающихся к части кривой С, содержащейся между точкою М’ и пря- 
мою ВС. Заметив зто, гозьмем на кривой С две точки Мих’ у) и М"(х", у’), 
близкие между собою (х” > х'}. Из предыдущих построений очевилио, что угло- 
вой коэфициент прямой М’М” заключается между наибольшим и наименьшим 
из значений, приобретаемых функциею /(х, у), когда точка х, у описывает тре- 
угольник, образуемый прямыми: 


Х=х", У-у=М(Х-х) У-у=-—М(Х-х). 


Если разность х”’-— х’ будет меньше некоторого соответственным образом 
выбранного положительного числа, то оба эти крайних значения фун ции Л (х, у) 
будут отличаться от }(х', у) и Ё(х’, у) также сколь угодно мало. Следовательно, 
если одна из двух точек, например /М”, неограничеино приближается к первой, 
то угловой коэфициеит Прямой М’М” имеет пределом }(х’, у"). Таким образом 
функция Р(х) удовлетворяет данному диференциальиому уравнению (51). Кроме 
лого, очевидн , чо кривая С проходит через точку А, т.е. мы имеем Р (9) = У. 
' Кривая С— единственная, удовлетворяющая условиям. Если бы существовала 
другая кривая С’, то эта кривая С' не могла бы быть всеми своими точками ниже 
всех линий Г и выше всех линий [ так как эти линии стремятся к кривой С, 
‚и, следовательно, в этом случае кривая С’ совпала бы с С. С другой стороны, 
кривая С’ проходит через точку А между линиями, С и {. Отсюда следует, что 
должна быть, по крайней мере, одна линия Ё или [, с которою кривая С' пере- 
секается. Пусть это будет, например, одна из линий Г. Предположим, что С’ пере- 
ходит через линию Г снизу вверх, пересекая ее в некоторой точке п;, лежащей 
на стороне Р,-.Р;. Пусть будет т;_: точка кривой С", абсцисса которой равна 
х;.-1; По теореме конечных приращений угловой коэфициент хорды т;-; п; равен 
зиачению функции }(х, у) в некоторой точке дуги т‚_1 п;; следовательно, этот 
угловой коэфициент не может быть больше углового коэфициента сгороны Р;-:Р,, 
так как дуга т;_:п; лежит внутри трапеции Р;_:@:4:р:—1; между тем из чертежа 
видно, что он должен быть больше углового коэфициента прямой Р.Р. 
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Мы видим, что изложенный здесь первый метоз Коши и метод последова- 
Хельиых приближений дают одиу и ту же границу для промежутка, в котором 
интеграл, наверное, существует. Но, с теоретической точки зрения, метод Коши 
обладает неоспоримым преимуществом; именно, мы покажем, что, пользуясь этим 
методом, можно найти интеграл во всяком конечном промежутке, в котором этот 
интеграл нэпрерывен. Говоря точнее, предположим, что уравнение (51) имеет 
иитеграл у=Ё(х), непрерывный в промежутке (х,, х-- 1), а функция К(х, у) 
также непрерывна и удовлетворяет условию (52) в области (Е) плоскости хОу, 
ограниченной прямыми х==%, х=%--/ и двумя кривыми У—=Р(х) = т, где 
т — произвольное ‘положительное . число. Разобьем промежуток (х, хх И на 
более мелкие частичные промежутки и, исходя из точки (№2, Уз), построим указаи- 
ную выше ломаную линию А, соответствук щую принятому способу разбиения. 
Если все частичные промежутки будут меньше` некотогог ‚ соответственно 
‘выбранного положительного числа, то эта многоугольная линия на всем 
своем протяжении будет лежать в области (Е), и разность ординат каждых 
двух точек с общею абециесою, взятых соответственно на кривой С и на 
линии А, будет меньше любого заранее данного положительного числа Е. 


Пусть будут хо, М, Ха, Хра, Арене, Миа» № {Е абсциссы точек 
разбиения, у, У ,..., Г соответствующие им ординаты кривой С, и 
У, 24, 24) +.) 21, +. + Ян Ординаты вершин линии А. Предположим сначала, 


что все вершины, расположенные влево от вершины (х;, 2, лежат в области (Е), 
и найдем верхнюю гранипу разности 4,=|2,— у;|. 
С одной стороны, по самому определению лииии А имеем: 


ара Лин» 21-1) (Ха); 
с доугой стороны, из формулы конечных приращений имеем также: 
ужа ЛР, У Еф х), 


где (х;, уг) — координаты некоторой точки кривой С, а х/ заключается межлу 
Ху в х,. Отсюда получаем: 


Арал — У хр ха) [Л дд Л охР, УП. (57) 


Коэфициеит при (х,— х;-) можно представить иначе в виде: 
ГРое-ь ан) Аж уд [У бныь 9-й — ВО, УГ ]. 


По условию (52) абсолютное зна ение первой разности меньше Ка,_:. С другой 
стороны, так вак функция Х(х, у) .непрерывиа в области (Е), то она будет 
иепрерывною функциею’ от х вдоль кривой С, н можно взять настолько малое 
положительное число в, чтобы лля двух каких-нибудь точек (х, у), (х', у’) кривой С 
количество |}(х, у) —}(х', у')| было меньше некоторого данного положительного 
числа .\, если | х— х'|« в. Следовательно, выбрав число с под этим условием, 


мы имеем: 
Ча — м) (+ Ка,- 1; (58) 


это соотношение одинаково с соотношением (56), и мы, как и выше, получим 
ив него: 


< Кг — 1] 


Предположим, что число » настолько мало, что 2\(е— 1} < Ку; мы последова- 
тельно докажем, что все 41, 4,..., @и меньше т. Следовательно, все вершины много- 
угольиой линии А лежат в области РЕ). 

Пусть будет Р (х) ордината какой-иибудь точки линии А; точно так же пусть 
будет © (х) ордината точки вспомогательной многоугольной линии А’, которую 
получим, соединяя между собою прямыми точки кривой С с абсциссами 
№, м №, +.) Хи М + 2 Мы' имеем: 


Р-Р (х)=РЯ-9-+ОЯ-Е(. | 


‘Если колебание функции Р(х) в каждом из частичных промежутков менше 
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Е , Е 
числа 5, то мы всюду имеем 19-Е <. Если, кроме того, чис- 


& 8 
ло 1 меньше, чем =, то мы будем иметь РЯ—9®. <: и, следова- 


тельно, |Р (<) —Р (| <:. Таким образом непрерывная функция Р(х) предста- 
вляет во всем промежутке (х, х +1) функцию Р(х) с приближением, меньшим 
числа =, ` 

Метод Коши-Липшица можно распространить на системы диференциальиых 
уравнений без всяких затруднений, кроме некоторых усложнений в формулах. 
Он распростраияется также и на комплексные пёременные. Исследования Пикара 
(„Тане а’Апаузе“, т. П, стр. 332—340, 2-е изд.) и Пенлеве показали, что этот метод 
приводит к разложениям в сходящиеся ряды интегралов во всей области их 
существования, если правые части данных дифереициальных уравнений остаются 
голоморфнымн в этой области. 


392. Разложение х В РЯД многочленов *. Мы применим метод Коши- 


1— 
. в а 

Липшица к интеграции в комплексной области уравнения = с начальным 

условием у=1 при х==0. Очев»дно, что интеграл, удовлетворяющий этому 


Предположим, что Х не прииимает действительных зиа- 


1— 
‚ х 2% 
чений, ббльших единицы, и разобьем интервал (0, х) точками деления Яя, -. 


условию, есть 


х. 


п ^ 
Применение общего метода приводит к рассмотрению. следующей последова- 
тельности, которую мы запишем, изменяя обозначения, в виде: 


(и) — аи уу 2. 
бо =Ь Ч, =, И =1+ а т + 8 
и вообще 
х 2 
НОРМА, реа й 
Ясно, что ип) есть многочлен степени 2" — 1. Для нахождения верхнего пре- 


1 в 
дела модуля разиости и (х) — | — [> КОГДа х не равен действительному числу, 


ббльшему единицы, рассмотрим, кроме того, последовательность: 


(и) тот 1 т 1 
м’ =1 и =, ...; м 7 рх' ..., ит 1х. 
п п 


а 1 | . 
Пусть М верхний предел модуля [—=› Когда 2 пробегает отрезок прямой 


от ТОЧКИ 2-0 до точки 2 =; каковы бы ни были числа пи р, всегда имеем 
р | =. С другой стороны, простое вычисление дает нам: 
у 2 
мА т т Хот т)? т) , 
Пра бр Ир На (ру (Ир) Ир 1. (а') 


Положим: 
(п) (п) — А(п). 
и =407; 


вычитая почленно соотношения (а) и (ч'), получим: 
п) Ам) — М д р а у, 8} ит т) 
ВН ии. 


п Р р 


* Е. Соцтзаё биг ане!диез абуеорретепез 4е еп 561ез 4е роупотез (Вийент 4ез 


З«епсе татёта!чиез, 2-е звце, &. ХХУЦ, 1903, р. 226). 


1— 
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Модуль величины (№ -- м” меньше, чем 2М -- ГА |, и, следовательно, 
обозначая модуль х через р, мы имеем неравенство: 


(п) т РА 4) 22а 
а ам. @ 
Чтобы доказать, что многочлен ИР .х) стремится к пределу г, при 


яеограниченном возрастании л, достаточно доказать, что [Ай] стремится к нулю ` 
1 
вместе с —. Для этого рассмотрим одиовременно с последовательностью поло- 


жительных чисел [49 | на | 40| положительные числа 91, 9, ..., и, СВЯЗан- 
ные с 0, =0 рекурреитной формулой: , 


Фра + В | ЗМ 0) } + Е, (9) 
где 
з 
=. 
п 

Мы имеем: м и 
2?Мз __ 22МЗ 
Кит 


и, следовательно, у 
4] <о. 


Сравнивая соотношеиия (8) и (1), мы выводим последовательно неравенства: 
п п 
14| <%,..., [49 | <» 


и, наконец, [4% | <аи. Но Числа 4, 9,..., и как раз те самые, которые 
приходится последовательно вычислять при применении метода Коши-Липшица 
’к отысканию интеграла вспомогательного уравнения: 


а 
ах=2М + -Н, (5) 


обращающегося в нуль при х=-0. Пусть л настолько велико, что Я оказывается 
меньше /?. Тогда уравнение 2 -+2М/-+ Н=0 имеет два отрицательных 


корня а, 8: 
= М-=УИмМШб Я, 8=- М+М: В, 


И искомый интеграл имеет вид: 
1 -е («- вх 
8 — ае- вх” 


9) 


О = 98 


Этот интеграл имеет полюс в точке с положительной абсциссой: 


: [мун 
Е 
В умен 


т, неограниченно возрастает при стремлении Н к нулю. Пусть п столь велико, 
что р меньше т; тогда функция 9 непрерывна и возрастает от нуля до р, 
и изображающая ее кривая обращена выпуклостью вниз. Точки с координа- 


тами (=, °, суть вершины ломаной линии, которая имеет своим пределом 


п 
при неограииченном возрастании п интегральную кривую, и очевидно, что в силу 
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свойств этой кривой наша ломаная линия лежит под кривой. Следовательно, мы - 
чолучим, в частности: 
| — о-в) в 3] — е@ Во 
< 1—е __ РМ 1-е 
а: а. 
В — че ВР п ве Вр 
Когда п неограниченно возра: тает, а и В стремятся соответственно к —2М 
р 1 
м 1 — е2М№ 
и к нулю, а второй множитель имеет пределом УМРЕМ Следовательно, 
начиная с некоторого п, мы будем иметь: | 
[40| <о < 2Мз1 — 216. _ 2М% (1 - е-2М?) , 
п п п 2Ме-*‚М `2пе -М 


. 1 
Многочлен (/”)(х! действительно нмеет пределом + ПРИ м, стремя. 


щемся к бесконечности, если только х не принимает действительных значе- 
ний, больших единицы. Во всякой конечной области плоскости, ограниченной 
контуром С, не имеющим общих точек с отрезком действительной оси +1... -+ со, 


(о 1 
многочлен (Л, ”(х) стремится равномерно к Г; 


Пусть, в самом деле, Ю есть радиус круга с центром в начале, заключающего 
в себе область О, и пусть % есть макснмум | 1—2 


описанной радиусом-вектором, соединяющим начало с переменной точкой кон- 
тура С. Если заменить р через А, а М яерез %, то предыдущие неравенства 


будут применимы для всякой точки х области О, и, следователь! о, А (х) равно- 


| когда 2 лежит в области Г", 


1 
мерно стремится к нулю вместе с -— в области О. 


С помощью многочленов и) (х) можно образовать ряд многочленов, имею 


щий своей суммой и равномерно сходящийся в области Д (т. 1, $ 197). 
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393. Первые интегралы. Пусть будет ‘дана система л—1 аналити- 
ческих диференциальных уравнений первого порядка; представим эти 
уравнения в симметричном виде’ 


(59) 


где знаменатели Л., Х.,..., Х„ суть функции п переменных х,, х., ..., хи. 
Такая форма диференциальных уравнений не предрешает выбора незави- 
симого переменного, которое может‘ быть одним из переменных х, или 
даже может быть взято совершенно пронзвольно. Выше мы видели, что 
при некоторых условиях, которые были точно указаны, все интегралы 
этой системы, проходящие через какую-нибудь точку некоторой опреде- 
ленной области О, представляются системою уравнений вида: 


(5 Хр» Ха) = Су № (Хь Хь +... М) == | (60) 
==0,, .:., ил (Хр Хо, М) == Ст, 


где (п—1) функций Л, №,..., Л, _т-— голоморфны в области О, а 
1» Са +++ › С»_т СУТЬ постоянные, которые можно выбирать произвольно, 
по крайней мере, в некоторых границах ($ 387). Формулы (60) представ- 


6 э. Гуреа, т. П, ч. 2. 
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ляют общий интезрал системы (59) в области ОР, которая не охватывает 
непременно всю совокупность возможных значений переменных. Может 
случиться, что мы будем иметь несколько систем различных формул, 
прелставляющих общий интеграя в различных областях. Ясно также, что 
лаже и в одной и той же области О система формул (60) — не един- 
ственная; мы можем заменить п— 1 функций } другими п—1 функ- 
циями С, зависящими только от функций /, при условни, чтобы эти 
п — 1 функций Р, были независимыми функциями переменных /,. 

Каким бы образом ни были взяты функции /, но если формулы (60) 
представляют общий интеграл системы (59), то функции /, удовлетворяют 
одному и тому же уравнению в частных производных первого порядка.: 
В самом деле, предположим, что координаты точек (х., Х»..., х,) 
интегральной кривой выражены в функции переменного параметра. Если 
мы заменим в № коорлинаты х,, х,,..., х„ их выражениями в функции 
этого параметра, то результат подстановки должен дать постоянное, сле- 
довательно, мы имеем 4}, —0 и, заменяя в 4 диференциалы 4х,, 4х., ... 
пропорциональными им количествами Х\, Х,,..., мы найдем, что /, 
удовлетворяет уравнению 


9 
ХХХ и +... = (61) 


772 п 


Это соогношение должно удовлетворяться тождественно, если мы заме- 
ннм в нем / чёрез 7, так как постоянные С, можно выбрать таким 
образом, чтобы интегральная кривая проходила через любую точку обла- 
сти О. Следовательно, п — 1 функций Л, /,..., Л,_1 сутьи— 1 инте- 
гралов уравнения Х (1) =0. Очевидно, что всякая функция П(Х, /, .. 

./,_1) при любом виде функции Ш есть также интеграл уравнения (61) 
в силу соотношения 


П П Ш 
Хр ХО Нур ХЭ... 


которое нетрулно проверить. 
Обратно, мы получаем, таким образом, все интегралы уравнения 
Х (}) ==0. В самом деле, исключая коэфициенты Х, из п уравчений 


Х(р==0, Х(/) =0, ... у Х (=, 
мы получим соотношение: 


Ро 
В(х, х,,...,х,) , 


отсюда с‘едует, что есть некоторая функция П (И +.» Лил} ОТ 
п— 1 частных интегралов 7, /.,..., 1 (т. Ь $ 52). К тому же 
результату можно притти также заменою переменных. В самом деле, возь- 
мем новую снстему независимых переменных у,, у,,..., У, таким обра- 
зом, чтобы п—1 переменных у, у,,..., У„_1 были равны самим 
функциям Л, /,,..., /,1» а переменное у, вместе с функциями 
У: У, ...› У,_: Образовало систему и независимых функций от перво- 
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начальных переменных х, х„..., Х„ Тогда уравнение Х’(}) == 0 обряа- 
тится в уравнение такого же вида: 


— у КА 
ИУ: + У. +. НУ, =0, (62) 


которое должно иметь и— 1 частных интегралов 


=... ЛУ, 
Отсюда имеем: 
7. = =... ==, ==0, 
у 
и уравнение (62) обращается ву == 0. Следовательно, общий интеграл 
п 
есть произвольная функция от У:, У...» У 1 *. 

Отсюла следует, что интегрирование уравнения в частных производ- 
иых А(/}==0 приволится к интегрированию системы диференциальных 
уравнений (59). Обратно, предполо.им, что каким-нибудь образом мы 
получили интеграл / уравнения Х (1) =0. Если мы заменим в этой функ- 
ции / переменные х:, х.,..., х, координатами точек интегральной кри- 
вой уравнений (59), выраженными в функции переменного параметра, 
который может быть и одною из этих координат, то мы получим 
постоянное количество. В самом деле, если мы предположим, что х., 
х,..., Х„ суть функции переменного параметра, удовлетворяющие соот- 
ношениям (59), то полный диференциал 4 предыдущей функции приво- 


ах 
дигся к КХ (Х), где К обозначает общее значение отношений у. - Сле- 
1 


довательно, уравнение 1==С есть следствие системы рассматриваемых 
диференциальных уравнений; поэтому функция }/ называется пегвым 
интегралом этой системы **. 

Если известны п —1 не ависимых первых интегралов, то, как было 
по-‹азано, мы непосредственно получим общий интеграл системы (59); 
если же известны только р независнмых первых интегралов (р< п -— 1), 
то можно привести интегрирование данной системы к ингегрированию 
системы п —р—1 диферендиальных уравнений. В самом деле, пусть 
будут Л, Л... , 1» эти р первых интегралов; из р соотношений 


А=С, №=С., ..., №=С, 


можно выразить р из переменных х;, х,,..., Х„» например х,, х,, ...Х, 
в функции ий —р остальных х,.,..., х, и р произвольных постоян-. 
ных С:, С.,..., С„. Следовательно, остается только определить х,,1, 
х, в ф’ нкции одного независимого переменного. Если мы 


Хр 
Хх. +2 ..., А, функции, в которые обратятся 


обозначим через Хр» р 
функции Х Х„ после замены переменных х;, Х,,..-› Х, 


0+1) Про +++» 


* Пр.з обоих этих рассуждениях не требуется, чтобы функция / была аиалитическою. Един- 
ственными ограничениями, налагасмыми на функцию /, будут те, которые обусловливают возмож- 
ность применения формул замены перемеиных, т. е. искомая функция } должна иметь частные про- 
изводные, и эти производные должны быть непрерывны. 

#* Это эассуждение непр менимо, еслн множитель К обращается в бескоиечность во всех точ- 
ках интегральной кривой, что имеет место, если координаты всех точек этой кривой обращают 
в иу:ь все и функций Х;. Должно также сделать ‘исключеииг для тех интегралов, для которых 
в области каждой точки интегральной кривой по крайнел мере одна из функций Х;, Х;..-.) Ив 
будет неголоморфною. Этот случай имеет место для особых интегралов. - 


6* 
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их выражениями, то задача приводится к интегрированию новой системы 
ах. ах 


а: 
Ре — =... = — (63) 


р. Хр+з ХА, 
тде знамена е‘и зависят от р произвольных `по`Тоянных. 

Мы можем также рассуждать другим образом Если мы возьмем новую 
систему независимых переменных у, У., .., У„, Где р пе еменных 
У, У».-.. У› тождественны © р известными первыми интегра“ами 

+. то авнение Х (7) —=0 об атится в уравнение того же вида 
1; 72› › 7р» УР . 
У(Р =0, кото ое должио иметь интегралы /=у,,..., 1= У, следо- 
вательно, это уравнение будет иметь вил: 


Ай 


р+1 


н его интегрирование приволит`я к интегрированию системы п—р— 1 
„ диференциальных уравнений первого порядка: 


бб 
У рт 7, 


Из этого видио, насколько важно разыскание первых интегралов. 
В кажд-м частном случае нахождение ноного первого интеграла состав- 
ляет новый шаг к полному решению. Но для разы‘кания их нельзя дать 
никак го ‘определенного правила; замети только, что задача приводится 
к составлению интегрируемого сочетания уравнений (59), т. е. к нахо- 
ждению п таких множителей №, №, ..., №» чтобы было: 


шлюх +... НХ, =0, 


ра 4х + и, ах, -... в, Ч, 


было точным диференциалом 4%. В самом деле, очевидно, что из урав- 
нений (59) можно вывести новое отношение, равное первоначальным: 


ах, вл ах +... 4х, , 
Хх, ША... А, * 
следовательно, соотношение 
а = и ах +... и, ах, =0 
будет следствием уравнений (59), если будет: 
ил... н,А,=0. 


Зная множители и„ мы получим первый интеграл ф квадратурами. 
В частиости, это будет иметь место всякий раз, когда мы можем найти п 
множ.телей м, м, ..., М, таким образом. чтобы было 


УХ, = 0, 


и каждый множитель м, зависел бы только от х,. 
Заметим также, что после того, к-к мы получили р первых интегоз- 
лов системы (59), может случиться, что новая система вполне инзегьи- 


и чтобы 
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руется при частных числовых значениях постоянных С, С,,..., С, 
хотя при произвольных значениях этих постоя‹ных выполнить инлегри- 
рование на самом деле и иевозможно. 


ПРИМЕРЫ. 1. Требуется проинтегрировать систему 


аи о ау и ау р 61 
——= ——ш — Е, 
ах ’ ах а" (63) 
здесь легко заметить две интегрируемые комбинации и Чи — одо— ша: Следова- 
тельио, мы имеем два первых интеграла и` — 92=С; #2- м2? — С, и, внося зна- 
чения ди ®, выведенные из этих соотношении, в первое уравнение (64), мы 
придем для определения и к диференциальному уравнению 
Е=У и — су@е- Са; (65) 
его общий интеграл есть эллиптическая функция, которая в частных случаях 
может обращаться в однократио пернодическую функцию или даже в разиональ- 
ную. Так как рассматриваемая система симметрична относительно и, 9, и, то мы 
заключаем, что 9 и & суть также эллиптиче кие функции от х. 
2. Рассмотрим сист. му 


4 о м 4 — о — т, = ди о (66 
ах — 4%, х Р ‘4х9 ру, } 
где р, 9, "— ланные функции от х Мы имеем здесь интегрируемую комбинацию 
иди —- о 4 -- ш аш = ', откуда получаем один первый интеграл и? -|- 9? -- и — С. 


Оставлян в стороне случай, когда С -=0, мы можем предположить, что С==1, так 
как система (66. не изменяет. я при умножении и, 9, № на одан и тот же постоян- 
ный множитель. Вместо того, чтобы из соотношения и? -|- 58 -|- и = | определять 
одно из неизвессных, мы можем применить более симметричный прием, рассмат- 
тривая и, 9, и как координаты точ к шара с радиусом, равным единице, и выра- 
зить их в функции двух переменных параметров, назример в функции парамет- 
ров, определяющих прямолинейные образующье шара. Для этого положим: 


1Щ-юм ий аи им 
отсюда имеем: 
1—) „1-) } 
и— ИИ: - ый и АВ 
ХХ в А ХХ в 


Вставляя эти значения п, 9, & в систему (66, мы после несложных вычисле- 
ний найдем, что Х и в должны удовлетворять одному и тому же уравнению 


Риккати: 
43 


ах 


таким образом интегрирование данной системы приведено к интегрированию урав- 


нения Риккати *, 
3. Рассмотрим еще уравнение, проинтегрированное Лиувиллем: 


УЕ) у +} Уз =0, 


полагая у — 2, мы заменим его системою: 


—_; -; 
Ем“ Ро \67, 


ах _ ау _ — а42 . 
о ха рОр я’ 


отсюда получаем интегрируемую комбинацию и: + 9 (х) ах + КУ) 4у=0 


* см. Дарбу, ТНбоце 4ез зитГасез, т. |, гл. Н; предыдущий мегод сводиг определение про 
страиств и,ой кривой по ее натуральным уравнениям: А=] (5), Г=Ф (5), к иитегрированню уравие- 
иия Риккати, 
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Следовательно, рассматриваемое уравнение второго порядка имеет первый 
ннтеграл у 


х у 
Гесрах [уч 
у’е»® е\ =с; 


этот интеграл можно получить и непосредственно, разделив на у’ все члены данного 
уравнения второго порядка. Полученное уравнение первого порядка имеет вид: 
у’ =СХУ, и так как в ием переменные разделены, то интегрирование заканчи- 
вается двумя квадратурами. 


Примечаиие 1. Иногда заменяют систему (59) системою: 


Ч „Ям. „Ч 
и (68) 


где # есть вспомогательное перемеиное, которое в большиистве случаев вводится только для боль- 
шей симметричности в рассуждениях. Если мы проинтегрируем червондчальиую систему (59), то 
получим 2 ьвадратурою; в самом деле, заменяя, например, в Х, перемениые х;, хз,..., хп ИХ в'„ра- 
жениями в функции ост 2х; и произвольных постоянных С., С.,..., Си--4, мы придем к сооио- 


Шению 
а=Р (м, Са, Сь -- Со) ахь 


откуда и получим # к. адратурою. Отсюда следует, что общий интеграл новой системы (68) пред- 
ставится л уравнеииями: 


Л= Са, = Са, „я Сл-ь ах 9, + › Ха) Е в, (69) 


где /4, /а›---» Лия СУТЬ п — 1 различных интегралов уравнения Х (/)=0, и & — новое произвольное 
постоянное. . 
Обрагно, чтобы получить ' интегральную кривую системы (59), проходящую через данную 
$ 9 о . . 
точку (х, х,..-, хи), Можно обратиться к системе (68) и, рассматривая в ней ё как независимое 
перемеиное, найти такие ее интегралы, которые при #=0 принимали бы соответственно значе- 
0 2 . 0 . 
ниях, х,..-, ХХ, Пусть будут 
к ? 


6 °, © о 6 у 
ж=ч: (Б х, 2-2 Ядь о Я (2; *, чер хи) ...,  ЖлтФд (Е ы , т) 90} 


эти иитегралы; ябно, что формулы (70) и представляют искомую кривую. Исключение было бы 
: $ 
только в том случае, если бы все функции Х; были равны нулю при иачальных зиачениях х, 


0 
и голоморфиы в их области. В этом случае формулы (70) обратились бы в-х;= х. Но, так как при 
этом отношения 2%, ..., т 
аж ах, _ 
существует никакой интегральной кривой, проходящей через данную точку. Мы исследуем этот 
случай ниже ($ 417). . ы . 
Прамечаине П. Из связи, существующей между системою диференциальных уравне- 
ний (59) и лииейным уравнением (61), следует, что Х(р) есть ковариант системы (59). Это значит 
следующее. Предположлм, Что мы взяли новую сгстему независимых переменных 4, Уз, ..., Уи, 


связанных с перемеииыми д, ль... , ^п соотношеквиями: . 
м (а, -- в, Ут) (1=Ъ 2,..., п}; {71) 


9/ 


гз формул замены переменных следует, что да 
М 


д 


ных ру ‚иХ(/) переходит в выражение того же вида: 
. й 


прииимают иеопределеииый вид, то еще нельзя утверждать. что не 


есть однородная и линейная функция производ- 


Ури, У, и 50 2) 


и 


где.У,, У....., Уд— функции от у! , Уз,..-, Ув- Докажем, что, слелав в уравнениях (59; ту же 
замену переменных, мы придем к системе диференциальных уравнений 


ау; _ 4% Чуп 

Я _ =... = 7. 
У У, Ул’ 3) 
в которой зиамензтеляии служат те же самые фуикции У,, У,..., У», которые входят в ур. вие- 


ние (72). 
Эту теорему можно было бы доказать иепосредственным вычислеиием, но ее можно вывести 


также из последних предложений. В самом деле,. пусть будет 


ЧУ: _ 4 _ __ Чу . 
пе = 2 (74) 


система уравнений, которую мы получим, сделав в первоначальной системе уравнений замену 
переменных (71); достаточно показать, что 2, 0з,..., в пропорцио. альны У, Уз». +, Ук Пусть 
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будет У(ж, №,... Ха) первый интеграл системы (59) и Р( у, Уз, .-.›,Уп)— функция, получающаяся 
из /(%, х...., т) после предыдущей замены перемениых; так как мы имеем Х'({)=0, то будем 
также иметь У(Р)=0. С друзой стороны, очевидно, что Р(у, Уз, ..., Уп) есть первый интеграл 
иовой системы (74), г. е. интеграл линейного ура.неиия 


р, 91 97 _ 
Ре у... +250. 


Мы видим, что лииейиые уравнения У(Р,=0, 2(ЁЕ.=0 имеют одни и те же интегралы, следовательно, 
их коэфициенты пропорциональны, и теорема доказаиа. Последнее заключение вытекает из того 
соображени.., что линеин е уравнение Х(/)=0 вполне определеио до некоторого множителя, если 
известны его п —1 иезависимых интегралов {, /з,...,./п—. В самом деле, из и—1 уравнений 
Х(/=0 линейных и однородных относигельно Х., Х.,..., Хи, всегда можно определить отношё- 
ние этих неизвестиых коэфициент ‚в, так как все определители (л-— 1)-го порядка, составляемые из 
частных производных фуикции }, не могут быть оли .времеино равны нулю (т. [, $ 52). Заметим 
еще, что самое общее линейное уравнение, имеющее и — 1 данных интегралов }, может бызь пред- 


ставлено в виде: ы 
Ру, ль... , №0, 


П (х ну 
(и, т Ро, ды... 


где П(х, х»:--, хи) — произвольная фуикция. 
57°. 


394. Множитель. Теория интегрирующего множителя была распространена 
Якоби на совместные диференциальные уравнения. Пусть будут /, р, .-., У, 
независимые первые интегралы системы (59); как мы заметили выше, уравнение 
Х (К) =0 тождественно с ур:внением: 


Рф, в, Ъ...., Иа) 
И — (0) 
12 (м1, Хо, +.) Хи) 


3 
Выразив, что коэфициенты при производных 3/ в обоих уравнениях пропорцио- 
Хх; 
1 
нальны, Мы придем к п соотношениям вида: 
А,—=МХ; (=12,..., п (75) 
од 
где А; обозначает коэфициент при эх в определителе А. Функция М называется 
Х. . 


множителем. 
Каковы бы ни были первые интегралы Ё, ,..., {.-1, эта функция М удо- 
влетворяет линейному уравнению в частных производчых: . 


(МХ (М, МХ | (76) 
9х, 9% 9х 


В самом деле, подставив в это уравнение вместо каждого из произвелений 
МХ,-= А; его выражение через определитель (м — 1)-го порядка н выполнив ука- 
занные диференцнрования, мы найдем, что каждый член левой части есть произ- 


. 9 
ведение производной второго порядка вида Зах. (521) на п —2 частных про- 
ОХ ь у 
изводных первого порядка. Чтобы доказать, что результат равен нулю, достаточно 
показать, что он не содержит ни одной производной второго порядка. Возь- 


[} 
мем, например, производную 9, эта производная находится в двух членах. 
ит у 
В первом члене мйожителем при —^— будет коэфицинт при № в А,, т.е. 
9х9 хо 9х 


Ро, №... ла, а во втором — коэфициент при ал в А». Очевидно, что эти 
(хз, Хь,. 4 Хи) 9ж 
коэфициенты получаются один из другого при перестановке в А первой и второй 
строки; следовательно, сумма этих обоих членов рабна нулю: то же имеет место 
для других членов. 

Если М: есть частный интеграл уравнения (76), то, сделав подстановку 
М = Ма, мы приведем это уравнение к виду Х (#)} =0. Отсюда следует, что если 
мы знаем каКой-нибуль множитель М системы (59), то общий интеграл уравне- 
ция (76) есть М-П(Ф, Ль..., Х», где И — произвольная функция. Всякая функ. 
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ция этого вида есть также множитель; другими словами, существует п — 1 таких 
первых интегралов Рь..., Ри_ь что М.П, № .--, 1.4) можно вывести из 
Е, ..., Ра_1 таким же образом, как М выводится из }, ..., и—1. Для этого должно 
быть, если Х; 520: 


А 12 (хо, Аз, - +. Хп) Х ол, Ь,- +. и-) О (ж, Ал...) Хи) 
или, по свойству множителя М: 


(Ди, №, -- +» 1-я) п(л, Я, -..› и). 


Этому условию можно удовлетворить бесчисленным множеством способов, и даже 
взять зараиее и — х первых иитегралов Р;. 
Рассмотрим систему уравнений: 


аж _ ах __ ахи 
хех =. =х. — а, (77) 


с вспомогательным переменным #. Мы можем привести уравнение (77) к простому 


виду: 
Чу. == 4 ==... = Чу, =0, 4у„=аЬ (78) 


взяв за новые переменные п — 1 первых интегралов },, №,..-,/.— и функ 
цию },, входяшую в формулы (69). Нетрудно получить общее выражение множи- 
телей уравнений (77) через переменные у;. В самом деле, всякий множитель 
имеет вид: 

1 Буу,. №...» Упс и 


М=- 


й Эх ъ.ьу 41) 
1 Р\х.о, Аз, -..; Хи) У, Уп-1 


с другой стороиы, мы имеем: 
ад 4: 94 ЧУ 9, 
а ду, ду, а ду 


Диференцируя по у„ формулы у: =Д,..., Ун==/и. определяющие замену пере- 


х 
менных, и решая относительно —*, получим: 


Уп 
У» Роб, Ув». Уи. 


Вх, Аа» ++, Хи) 
следовательно, общее выражение множителя будет: 
1__ Б(жь, ж, 


ПР №. -› и) ф . °) 79 
МОБ 5,...) Уй (бл, Ут и. {79) 


где Ф — произвольная функция от у1, №,..., Уна. 
Предположим теперь, что, сделав какую-нибудь замену переменных х; и не 
меняя при этом переменного Ё мы привели сис‹ему уравнений (77) к виду: 


ах’ _ ах» ах у 
Уи =... == (80) 
й 2 
гле Х; — фуикции новых переменных х,, не зависящие от Е Если М’ есть мно- 
житель этой новой системы, то мы имеем также: 
„ 


1 Р (ху, №’... Хи ф 
= .- зе» У 81 
М Бору... У 9 У") {80 
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взяв в обеих формулах (79) и (81) одну и ту же функцию Ф и разделив’ нх 
почтенно, получим: .. .. 
м— м2“ \,..., хи) 82). 


72) Е д, ...у Хи.) у 


Отсюда следует, что если известен множипиль М для системы (77), то из него 
можно получить множитель М' для преобразованной системы (свойство 
инвариантности). 

Этим свой твом объясняется практическая важность множителя, Предполо- 
жим, что мы знаем п —2 первых интегралов системы .59) и, кроме того, е мно- 
житель. Тогда заменою переменных можно привести эту систему уравнений 
к виду: 


ах 4х’ 4х, ах 
5. я 2 —- и — Ул, = 4 
0 Хи п 


и мы знаем множитель М’ этой новой системы, т. е. решение уравнения 
ву' п’ 
9 (МХ, Мхи) 


т > 
91 хп 


о , ' ° 
следовательно, М" есть интегрирующий множитель для Хи’ Чл — Хахин 
интегрирование заканчивается квадрагурами. В этом заключается начало, или 
принцип последнего множителя Якоби. 

О'метим один случай, часто встречающийся в механике, именно, когда 


9%! 0, Уравнение (76) обращазтся здесь в Х (М) =0, и мы непосредственно 


9х, 
знаем олии множитель М = 1, 

Это замечание "риложимо ‘также к уравнению второго порядка у’ ==/(х, у}, 
интегрирование ко:орога приводится к интегрированию системы 


ах _ау _ ау’. 
Г Гу’ 
если известен ее какой-нибудь первый интеграл ф’х, у, у’==0С, то на основа- 


нии предыдущего можно окончить интегрирование ква{ратурою Нет; удно это 
провернть следующим обра ом. Решим уравнение $ (х, у, у') = С относительно у": 


'=фх, у, С). 


Так как, каково бы ни было постоянное С, все интегралы этого уравнення пер- 
вого порядка должны удовлетворять уравнению у”=(х, у), то должно быть 


и х $ = и, следовательно, так как } не содержит С: 
9х ду | 
92 д’ 969 
=; 
9х%9С 3у9дС ду9С 


9 
отсюда следует, что у есть интегрирующий множитель для 4у — фах, 

395. Интегральные инварианты. Свойство ннвариантности множителя олно- 
сительно всякой замены пере»енных можно связать с общей теориею и-те- 
гральных инвариантов, принадлежащей Пуанкаре *, о которой мы скажем 
здесь несколько слов. Рассмотрим сначала систему трех диференииальных урав- 
нений 
ХЕ 


где Л, У, 7 — зункции от х, у, 2. Для простоты изложения мы предположим, 


ах _а4у _ а: — а (83) 


* Пуаикаре, 1.ез те одез поиуеНез 4е 1а Мёсашаие с@ез{е, у. Ш. гл. ХХИ н след. См 
также мемуар Гурса, Зиг 1е5 шуайаз Шиёбетаих, /оигла! 4е Майётаищиеу, 0-я серин, т. 1\'. 
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что эти уравнения определяют движение частицы в пространстве, прнчем # пред- 
ставляет время. Частица, ко'орая в момент ЕЁ = 0 находилась в точке Му (ху, Уз, 20), 
в момент Ё пришла в точку М, с координатами (х, у, 2). Когда точка Му описы- 
вает некоторую область Г» простганства, точка Л, опишет соответствующую 
область р» Пусть будет М (х, у, 2) какая-нибудь функция переменных х, у, 2; 


тройной интеграл = Мах ауаг2 называется интегральным инвариантом 
системы (83), если значение этого тройного интеграла 


Ам (х, у, 2) ах ау 42, 
у 


распространенного на область О» не зависит от { и равно значенню того же инте- 
грала, распространенного на область С». Например, если уравнения (83) опреде- 
ляют движение несжимаемой жидкости, то объем области О, постоянен, и инте- 


| пая ах ау 42 есть интегральный ннвариант. 


очно так же определяются интегральные инварианты линий и поверхностей. 
Если точка Мь описывает линию [% или поверхность Ж%, то точка М; опишет 
линию Ё, или поверхность У,. Криволинейный интеграл 


зах + ау +142 


р 


называется интегральным инвариантом, если значение этого ннтеграла вдоль ли- 
нии С, не зависит от Ёи равно значению того же криволинейного интеграла, 
взятого вдоль [0. Точно так же интеграл по поверхйостн 


Руа + О 4гах + Кахау 


называется интегральным инварнантом, если значение этого интеграла, распро- 
страненного на поверхность У,, не зависит от {. 

Эти опре’ еления нетрудно распространить на общий случай системы лифе- 
ренцнальных уравнений вида (68). Для такой системы существуют п классов инте- 
гральных инвариантов: 1-го порядка, 2-го порядка, ..., п-го порядка, в зависимо- 
сти от чнсла измерений множества, на которое распространен интеграл. Условия, 
при которых кратный интеграл порядка р был бы интегральным инвариантом, 
можно легко получить при помощи формул замены переменных в кратных инте- 
гралах. Мы сделаем вычисление для кратного интеграла п-го порядка. Пусть 
будет 


19=( 1. Ма, хь.-., хр ах... хи 


1 


кратный интеграл п-го порядка, распространенный на область Д,, соответствую- 
щую, как было указано, определенной области Г); этот интеграл будет интеграль- 
ным инвариантом, если он не зависит от &, т. е. если /" (6) =0. Чтобы вычислить 
эту производную, дадим Ё приращение й н найдем коэфициенг прн # в разложе- 


нни /(Е- Я). Обозначим через ху измененное значение х,, соответствующее 
нзменению { в -- Й; мы имеем: 


е+ в) =( ... | мо, 45 хи ажи... ах, 
В, 


причем новый интеграл распространен на область О‚, точечно соответствующую 
области О,. Выражение [(# -- #й) можно представить иначе в Виде: 


Бух, хо...) 
' ' 4; ^2: О ВА 
(Е о... | мо 4. Хи) я, Ч Чхь... Ах, 
{ 
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С другой стороны, опуская члены, содержащие Й в степени выше первой, имеем: 


хх, + вх +..., 


Хх, и д, 

тра в 9 р 

Биху, хе, ...› Хи) __ 9х 9х) 9х) 
Руж хь +. д) > 9% 14 59а р 3% = 

9х: 9х) дж 

= (+. +”) +... 
х, 9х 

Меж ПИ М беж... + 


[м (+... $") +х Жи +... 
9 9х, 9х 


4! 
Следовательно, производная -. имеет выражение: 


а 
СЁ 'МХИ (МХ) 

м. Ая дж... ах. 
и [ ( д Том, | а Ха 


72. 
а! 
Чтобы / было интегральным инвариантом, необходимо и достато но, чтобы — 


@ 
было тождественно равно нулю, какова бы ни была область 0); следовательно, 


должно быть: з } . 
М И, ` (84. 
дх, 9х 


Условие (84) тождественно с уравнением (76), и мы получаем теорему Пуанкаре; 
Чтобы кратный интеграл 


\... (М4... Я хп 


был интегральным инвариантом, необходимо и достаточно чтобы М было 
множителем. ` 
Если мы сделаем в уравнениях (77) какую-нибудь замену переменных 


Жал, Уз, -- +» Уп) (=1, 2,..., п), 
то мы получим новую систему: | 


4 в Ц 
и, 


если М есть множитель системы (77), то п-кратный интеграл 


Ц... | мож аж... 4% 


(77) 


есть интегральный инвариант этой системы, и очевидно, что п-кратный интег| ал, 
который получается из предыдущего тою же заменою переменных, 


° В (=. №, .-... 
... М (х.,...,х И ду ау... а 
| ( ( и) В (у, Уз, +--› Уи) У: .Уз Ул 
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есть интегральн»й инвариант преобразованной системы (77’). Следовательно, 


О (*:, Хэ, ...› х„) 
М Мей 
В (ув Уз, - +. Ул) 


есть множитель новых ‘уравнений (77'), как уже это было доказано непосредст- 
венно ($ 394). 
Пример. Чтобы объем был интеггальным инварилнт. м уравнений (83), М —=1 
должно быть множителем; отсюда следует, что должно быть: ы 
9х ди 92 


— — —= 0. 8. 
дк" 92 85) 


Это — условие несжимаемости жидкос:и, установйвшееся движение кото- 
рой определяется уревнениями (83). 


1У. БЕСКОНЕЧНО-МАЛЫЕ ПРЕОБРАЗО АНИЯ 


396. Группы с одним Параметром *. Всякая сово» упность бе ‘конечного мно- 
жества преобразовании какого нибудь ха актерл, выполннемых Н.д переменными 
х!, Хх, ..., Жл, составляет группу, если преобр зование, являющееся , езульта- 
том двух каких-нибудь последовательно выполненных пре .бразоз: ний это: сово- 
куннос'и, вхолит в ту же совокуп ость. Для определенности рас. мотрим два 
перем. нных х, у, пусть будет 7 преобразование, опреде яемое формулами: 


= (х, у; а), Ух, у; а), (86) 


где а есть произвольный параметр. Если мы посмотрим нг ху как на копр- 
динаты некогорой гозки М илоско ти, а на х’и у’—к‹к на оорд Наты другой 
точки М’, то предыду иие форм,лы опр д лят 'очечное п’еобразование Таким 
06. азом кажд му з‹чению параме.рл а соолвегствует определенное прео рачо- 
вание; изменяя э10Т Нзьаьетр, мы получим бэ конеч ое множество различных 
преобразований. Предполежим, что мы выполнили последовательно два различ- 
ных преобразования этой совоку ности, соответствующие двум ка.им-ниб дь 
значениям 4 и 6 параметри. Первое преобразовьние приведет от пары значений 
(х, у) к паре значений (х’, у, определяемы` фо ›мут ми (86); второе преобразо- 
вание приведет затом от пары (х, у’) к третьей паре (х”, у’), где 


А, УЗВ), У, у; 9). С (87) 

Заменим в этих последних формулах х’и у’ их значениями (86); получаю- 
щиеся формулы 

х”=Р(х, у; а, 6), у’—=Ф(х, у; а, 5) (88) 


определяют также точечное преобразование, но зависящее от двух параметров а 
и В. Мы будем говори ь, что совокупность преобразований 86 об; азует непре- 
рывную группу с одном параметром, если нов е преобразование (88) п‚:инал- 
лежит к той же овокупносги 86). Для этого неозходимо и достаточно, что.ы 
формулы (88) имели вид: 


дух, ус, УФХ, У; 6), (89) 


где с есть значение параметра, зависящее ота и 6, с=$(а, 6). Очевидно, что 
предылущее определение применимо при всяком числе п ременных и, в частно- 
сти, при одном переменном. Например, формула с одним переменным х’ = х- а, 
или формулы с двумя переменными 


Ж—х На, У=У- 24, 
х -—= хс0за — узша, у— хэша -{ усоза, 
х' = ах, у ==а?у | 


определяют группы с одним параметром. Напротив, преобразоваиия 
мха, уу а? 


* Теория непреры ных групп преобразований разрабогана Софусом Ли во многих мему- 
арах ни в сочитении „ТнеоНе 4ег Тгап{огиаиопзгиррей*, - . 
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не образуют группы, так. как преобразование х’—=х+а-лть, у’—=у та, 
являющееся резуль: „том лвух последовательных преобразований, не входит в со- 
став той же совокупности. 

Если в формулах (86\, определяющих группу пгеобразований мы положим 
а =П (а), где а — новый параметр, то очевидно. что получаюшиеся при. этом 
формулы определяют также группу. То же самое будет, если мы сделаем замену 
переменных, как в этом нетрудно убелиться непосрелс\венно В самом деле, если 
совокупность точечных преобразований в плоскости такова, что преобразование, 
являющееся результа“ м двух последовательных преобразований, входит в 
состав той же совокупности, то ясио, что это свойство не зависит от выбора 
координат. помощью которых определяется положение гочки в плоскости. Впрочем, 
В ЭТОМ легко убедиться и непосредственно следующим образом: 

Положим 

‚х==Н (и, 9), у= Пи (и, 9); 
пусть будет, обратно: 
и= 1 (х, У), 9== 1 (х. У, 


так что тождественно имеем: 
х=П[П-: (х, У), ПТ 1 (х, У], у= Ш Ш-1(х, У), | ‘х. У. 


По прелположению рассметривгемые преобр-зовання составляют группу, и 
формулы (89, где (с==$(а, Ь), суть слелствия формул (86) и (87). Пусть будут 
(и, 5, (и 9), и’, 9”) пары значений новых переменных, соотв, тствующие по 
порядку парам (х, у), (Хх, у), (х", у’. Мы имеем: 


и = П-*(х', У) = П-1 { ДП и, 9, П, (в, 9); а, Ш и, э\ П, (и, 5); а] \= 
—= (а, 9; а), 

9 = ПТ! (х, у) = Пт: 9, Шов, 9); а, * Па %), Пи (и, 5); а]} = 
—=Ф и9 а). 


(90) 


мы докажем наше предложение, если покажем, что формулы (90 также опреде- 
ляют группу преобразований. Действительно, мы имеем, например: 


= ЕР.и, 9; В), 


или ._. 
и’ —=П-* { АЦ (и, 9), Пн, 5’); В, ФП, 9), Шаг, о); 

так как формулы (85) определяюг группу, то правую часть расенств! можно пред- 
ставить иначе в виде: 


ПРИ, Ув, 9х, у 6] = ПД, уе, 9 (а, у; 6); 


поэтому 
и" = И 4 Ш (и, 9, Ш (и, 9); 6], $ Ши, 9), Поь о; в] "== Раь 9. с); 


ТОЧНО Так же докажем, что 9” = Ф (п, о. с). 

Две группы преобразований, ко'орые можно привести, таким образом, одну 
к другой заменою переменных, называются подобными. Например, группы 
х =ах. и =и +В подобны, так как мы переходим от одной к другой, полагая 
и = ох, в = 1ор а. 

Займемся о ределением всех групп с одним параметром для двух перемен- 
ных, предполагая, что функции Хи ф — ан литические и, кроме того, что группа 
сод ржит :ождес' енное преобразование, т. е. ч10 для частного эночения ау 
пар метра мы имеем ‘ри всяки` хи у тожлества /их, у а) ==х Фе ху а)=у. 

В уравнениях, выражающих свойства группы, 


НУ Их уе, вм. УВ = у о (91) 


можн> рассматривать х. у, а, с как независимые переменные, и В — как функцию 
от ди с, определяемую соотношением с = (а, 6,; переменные х’, у’ суть функ- 
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ции от х, у, а, определяемые формулами (86). Диференцируя соотношения (91) 
по а, получим: 


ух, уд и и, МУ, № 
дхда ду да 4 да ‘д да ду да’ 46 да 


==0. (92) 


36 
Производная 52 определяется формулою 
а 


4 94 
да 96 да 
и, следовзтельно, зависит только от а и 6, поэтому, решая уравнение (92, отно- 
сительно 
9х ду 
и 
да да 


мы будем иметь формулы вида: 


д” 
9 ау, в, Аа, Бл(е, у, В. 
а да 


Нох' и у не зависят от 6 следовательно, также не зависяг от $ и коли- 
чества \, Е; пли х’и У’ суть интегралы системы диференциальных уравнений 


ах’ “У _ 
У) чт, У) 
принимающие при а= аз, соответственно, значения х и у. Обратно, каковы бы 
ни были функции с(х, у, п\х, У, формулы х=рх, у, а), У=е(х, у, а), 
представляющие интегралы предыдущей системы, обрашающиеся соответственно 


вхиу при частном значении ау параметра, определяют непрерывную группу 
преобразований. В самом деле, вв.дем для простоты новый параметр &, полагая 


= 'а) аа, (93) 


а 
= а. аа; 
@ 
тогда формулы (93) представятся в приведенном виде: 
ах ау’ 
$, у) п, у) 
Как мы видели выше ($ 393), общий интеграл этой системы имеет вид; 
2, у) =С., 85(х, У) =Е+ 6.. 
где 9, и 9, — определенные функции от Хх’, у, и С,, С. — произвольные 
постоянные. Интегралы, принимающие при Ё = 0 значения х и у, опре еляются 
сис1емою уравнении: 
МУ) 9х, уу Зе, У) 9, У) (95) 
Предызущие формулы, действительно, определяют непрерывную группу, так 
как; если мы выполним последовательно два преобразования, соответствующие 
значениям Н и В параметра, то результирующее преобразов ние будет соответ- 
ствовать значен.ю Ё#--Ь параметра. Преобразования, соответствующие значе- 
ниям и —, обратны одно другому; если мы имеем: 
= (х, у 0, Уф (х, У; 1, 
то, обратно будем иметь: 
ХА, У; —1, уу. У; — 1. 
Примем за новые переменные 
=: (%, У), 9= %(%, У 


= 4 (94) 
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тогда формулы (95) обращаются в 
Ши, У=о-Ь (96) 


и мы будем говорить. что группа имеет приведенный вид. Так ‘как группа 

Ш — и, 9’ ==0 --Ё представляет геометрически пос'упательное перемещение плос- 

кости паразлельно пря`ой и=0, то уравнения (96) показывают, что всякая 

непреры ная группа с одним парам. тром подобна группе переносов. 
Возьмем, например, группу 


х==ах, у = ау. 
Применяя общий мегод, имеем: 
9х" ду 
—=х=* ‚м 
да а да 


—=2ау—2%. 
а 


В этом случае диференциальные уравнения (93) будут: 
4х Чу _@а 
ха 

где #=1о8 а. Конечные уравнения группы представятся формулами 


У У 
к? 8? 


= 4 


109 х’=Юх-Ь 


и мы дадим им приведенную форму, взяв за новые переменные 102 х И 


397. Приложение к дифереициальным уравнениям. Мы будем гов 
что. данно. диференциальное уравнение 


у @у @пу 
г (х > ах, ан’ ^^ и) 0 (97) 


имеет известную группу преобразований с одним параметром, если, слелав в 
нем: замену переменных Хх и у по формулам (86), мы получим уравнение, ко орое 
булет тождественно с первоначальным, каково бы ни было Часловое значение 
параметра а. 

Этим свойством можно воспользоваться, чтобы упростить интегрирование 
уравнения. В самом деле, приведем сначала уравнения, определяющие рассма- 
триваемую группу, заменою переьенных к простому виду: 


и = она. 


Сделав ту же замену переменных в рассматриваемом диф-ренциальном урав- 
нении, кы придем к новому диференциальному уравнению я-го порядка: 


ау 4% апу 
Ф (& 9, ди? 48’ с. Чи) =0. +98) 


Каково бы ни было значение параметра а, уравнение (98) не должно изме- 
няться при изменении © во-| а; это можег быгь только в Том случае, если 
левая часть уравнения не содержит перемеиного у. Если рассматр ваемое урав-. 
нение — первого порялка, то мы получим общий интеграл квадратурою, если 


2) 
же п >> 1, то, приняв Я за нсвую неизвестную функцию, мы понизим порядок 
уравнения на единицу. 

Рассмотрим, напрнмер, однородное уравнение первого порядка: 


о) 


Это урагнение не изменяется при изменении х иу соответственно в ах и 
ау, каково бы ни было постояниое а. Но формулы х’=ах, у’ = ау определяют 
группу пр. образований; их можно представить иначе в виде: 


= у. Ю8У = ЮЕУЕ 
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следовательно, полагая 
— =и, 108 у==9, 


мы придем к уравнению, интегрируемому квадратурою ($ 364). 
Рассмотрим еще линейное уравнение первого пор»дка. Предположим снача- 


ла, что это уравнение вида; 
Чу 
— Ру—=0. 
ак! У 


Так как это уравнение не изменяется при замене у через ау, каково бы ни 
было постоянное а, то оно допускает группу преобразований х'==х, у’ = ау. Сле- 
довательно, взяв [09 у за новую неизвестную функцию, мы приведем его инте- 
грирование к квадратуре. Пусть будет теперь 


РУ 9=0 (99) 


общее линейное уравнение, и пусть будет у, частный интеграл уравнения 


ау — 


не равный нулю. Легко ‹бедиться, что угавнение (99) не изменяется при изме- 
нении у в у ау,. следовательно, оно имеет группу преобразовании, опреде- 
ляемую формулами: 


х'=х, = У а. 
У 
У 


Поэтому, `взяв за новое переменное РУ мы получим уравнение, интегрируемое 
й 


квадратурою. Таким образом мы пришли к вычислениям, изложенным в $ 365; 
вместе с тем нетруд’о убедиться, что различные случаи понижения, указанные 
($ 380) для уравиений высшего порядка, прелставляют в сущности лишь част- 
ные случаи предыдущего метода. 

Таким образом все’ эти различные приемы, которые на первый взгляд 
кажутся искусственными и лишенными внутренней связи, могут быть выведены 
из одного общего н чала при помощи теории групп преобразований. С кажзою 
непрерывною группою преобразований переменных х и у с одним параметром 
МОЖ"0 Таким способом связать бесконечео множество уравнений первого 
пор. дка. которые и тегри' уются квадратурою, а также уравнений высших поряд- 
ков, порядок которых может оыть понижен‘ на единицу. Это замечание может 
быть прак'ически полезно при сос'авлении диференциальных уравнений в неко- 
торых задачах геометрии и механики. В самом деле, предположим, что требуется 
найи плоские кризые, обладаюшие некоторым свойст. ом, причем зар. нее 
известна такая группа (С) преобразований с одним параметром, что, применив 
какое-нибудь преобра.ование группы (С) к криной, обладлющей требуемым свой- 
ством, мы получим новую кривую, обладг ющую тем же свойством. Ясно, что 
диференциальное уравнение этих кривых 6 дет допускать данную группу пре- 
о’разований (С). Следовательно, если мы выберем ‹истему координат (и, 9) 
таким образом, чтобы уразнения ггуппы (С имели вил: 


ши, У-==о-ра, 


то диференциальное уравнение искомых кривых вэтой сигтеме козрдинат будет 
ази 
аи’ а?’ *** 
екции на плоскост хОу асимптотических линий или линий кривизны поверхно- 
Си геликоила, причем ось (2 есть о‹ь винтового движения, котогое ' ереме- 
щает повегхность по не! самой. О евидно, что если кривая С, лежащая на 
плоскости хОу, нредставляет решение задачи, то булут служить решениями и 
все кривые, котовые получ м. поворачивая кривую С вокруг начала ко ‘рдинат 
На произвольный угол; уревнения этой группы в полярных координатах будут: 


Г=р «=. а. 


содерж: ть только и. Предположим, например, что требуется найти пр `- 
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Следовательно, в переменных фри ® диференциальное уравнение кривых будет 
[02 
содержать только ри 4 (т..5$27). 


До снх пор мы предполагали, что группа С известна. Теперь мы, естествен- 
но, приходим к следующей задаче: 

Дано диф ренциальное уравнение; узнать, имеет ли оно одну или 
несколько непрерывных групп преобразований с одним парамел ром, и найти 
эти группы. | 

Это — очень важный вопрос, на котором я не могу здесь подр: бно остана- 
вливатьс»; я ограничусь только некоторыми’ указаниями. 

398. Бесконечномалые преобразования. Рассмотрим систему преобраз`- 
ваний п переменных, определяемых формулами: | 


= (хь №, .-., Хи; а) (=, 2, ...›П), (100) 


где функции Ё зависят от произвольного параметра 2. Мы будем говорить, что 
эти преобразования образуют группу, если преобразование, являющееся резуль- 
татом двух каких-нибудь после о’ательно выпол: енных преобразований этой 
системы, принадлежит ктй же си. теме Как и выше, можно доказать, что вся- 
кая группа, содержашая тождественное преобразование, т. е. такое, чтобы при 
некотором :начении а, параметра и при всяких х., хо, ..., Х„ было; 


и, жа, +. Маз а) =х; (==12,-..., п), 
получается интегрированием системы диференциальных ‚уравнений: 


ах!’ ах . ах 
— — р — +. 1 1 
1 м, хз’ ‚.. .› Хи’) & (мг, №, ...; Хи’) беж, ,..., Хин) Ч ( о ) 
Пусть будут 
ХИ, Ха, с. ЗО (=2,... М (102) 


интегралы этой системы, обращающнеся, соответственно, в х\, хз, ..-, Х„ при 
{—0. Формулы (102) определяют непрерывную группу с озним параметром, при- 
чем переменное # представляег параметр. В самом деле, мы видели ($ 393), что 
общий интеграл уравнений (101) можно представить в виде: 


В (хи, хи, ..-, Хи) С., ... 


; —_ 
1 КЕ, Е, в Жи = Са, а ХЕ, жа, в. Хи) =ЕЁН Си» 

где ©, 9,,..., ®, суть определенные функции переменных х;. Следовательно, 

интегралы, принимающие при Ё=0 значения х;, №, ..., Х., представятся фор- 

мулами . 


8, (х,', в. хи) =; (х, ... хи) ((—=1, 2, ... "—1,} (103) 
Я (хн', ++ Хи) = (1, ..) И-Ь 


которые равносильны @ормулам (102). Из такой преобр: зованной формы урав- 
нений (102) непосредственно видно, что эти преобразования образуют группу = 
Пусть будег Р(х, хз, ..., Хх) функпия п переменных х:; если мы заменим 
в ней реременные х, фун` циями х/, определяемычи формулами 102), го ре- 
зультат Р.х', х, ... Хи, будет функциею от х,, Хз, ...› Х»Ь Которая при 
Е—=0 обрашиется в Р(х:, х, ..., Хи). Раззожим эту функцию 2" по возрастаю- 
щим стенпеиям переменного &. | 
Обозначим, вообще, через 2’ функцию, в которую обращается фуикция 
Ел, ха, .-..хи) после замены в Ней х, через х/; далее, обозначая через 1 
произвольную функцию от х!, №, ...; Хи, введем символ: | 
9 
-... +, №, ...) а 
. Ха 


9 
ХИН, до, +. Хи) м 
х 


если же переменные х; заменены через х/, то точно так же положим 
и р С ' 3" 
Хх (К) = (и, ха, Не тт Е. + ‚№ ,..., т) уг. 


7 5. Гурса, т. Ц, 4 № 
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Принимая во внимание дифегенциальные уравнения (101), имеем: 
а’ де" „ др’ р, 
=“ (хи, ++ х„') дв" + и Е (1 уе Хи) Ах ="); 


далее, получаем: 


ФЕ Чу рри — ух (к 
пт == ИР = ХХ (Е, 
и вообще 
аРЕ" 
ИИ (р) й 
ар = 
гле Х’Ф) (Е") обозначает результат операции А’, выполненной последовательно 
р раз. При Е=—=0 переменные х,, ху, ..., хи обращаются в х!, хз, +.., Хин 
производная 
аРЕ" 
авы — у) 
( и о = ХР (Г), 


и мы получаем для разложения ЁР' формулу: 
В, ж, ..., Хи) ЕЕ У м... НЕХ В) | 


. в Р 104 
и ] \199) 


Если мы предположим, что функция ЕР — правильная в области значений 

х, №, -..› Хи, ТО ряд, стоящий в правой части, будет сходяшимся, если |Ё| 
достаточно ‘мало. В частности, мы имеем: 

Е 12 {3 (9) 

у р Е, ХЕ ХЕ 5 

м =х 8 + ... 105 

Ё ‚+ 1 +12 (52) 1.2.3 «ЙЕ (105) 

Далим # бесконечно малое значение 8#; полагая 8х; = х; — х; и пренебрегая 

бесконечно малыми порядка выще первого относительно 8, мы можем предста- 

вить предыдущие формулы в виде: 


ВА-ЕЫЬ Зла --ЬВЬ .. 0, ЗхЕЫЙЬ, | (106) 


Мы будем говорить, что эти формулы определяют бесконечно-малое пре- 
образование; 


хр =ы а 


1 


есть символ этого бесконечно малого преобразования. Всякой группе с одним 
Параметром соответствует некоторое бесконечно малое преобразо-ание, и обрат- 
но, мы можем произвольно вы‘рать л функций &,, &%, ..., &„ переменных 
х1, Хо, +.., дл, ИА (Л) будет символом бесконечно малого преобразования, опре- 
деляющего непрерывную группу, уравнения которой мы получим, интегрируя 
систему диференциальных уравнений (101). Введение бесконечно малых 'преобра- 
зований позволяет ‘применить к теории групп методы исчисления бесконечнс- 
малых. Сверх того, во многих вопросах, касающихся групп, входят только бес- 
конечно малые преобразования, как мы это увидим на нескольких примерах. 

Будем рассматривать х:, х2, ..., Хи как координаты точки в пространстве м 
измерений, и Ё как переменное, измеряющее время. При изменении # ‘точка с 
коордннатами х;’, №, ..., Хи описывает в пространстве п измерений кривую или 
траекторию, выходящую из точки (х,, Хо, ..., Хи) Таким образом простран- 
ство п измерений или, по крайней мере, некоторая область, взятая в этом про- 
странстве, разобьется на множество многообразий одного измерения, причем 
каждая точка этой области будет принадлежать только одному такому много- 
образию. Если, каково бы ни было Ё мы имеем; 


Е м, жми) (ЖЖ, му нь, Хи), 


то функция ГР (х., х., ..., и) называется инвариантом рассматриваемой группы. 
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Нетрудно получить все инварианты группы. В самом деле, полагая в урав- 
нении (104) Е'— Е и разделив обе части на &, получим: 


(2) фр 1 (р) о. 
+. + 7. .рХ (В) +... =0; 


! 
ХЕ) +5 х 


так как это равенство должно иметь место при всяком &, то, в частности, должно 
быть А(Р)=0. В этом случае мы будем говорить, что функция Р допускает 
бесконечно малое преобразование группы. Прелыдущее условие — также и 
достаточное, так как, если Х(Р —=0, то будет и Х [Х (Г)] =0 и, следовательно, 


ХР) (В) =0 при всяком р Таким образом гдинственные инварианты группы 
с одним нараметром суть интегралы уравнения Х(},=0 

Заметим, что если две группы имеют, соответственно, бесконечномалые пре- 
образования Х У) и ПХ (/), где И(х., х, ..., хи) есть произвольная функция, 
то эти две группы имеют те же инварианты, хогя они и не тождественны межд, 
собою. Если мы применим к одной и той же точке преобразования той и дру- 
гой группы, то эта точка опишет в обоих случаях одну и ту же траекторию, но 
с раз.ичными скоростями Обратно, если лве группы имеют те же инзарианты, 
то оба бесконечномалых преобразован я Х (1) и У(}) могут различаться только 
множитенем Н (хм, х., ..., х„), зависящим только от м, %ь, ..., Хи, так как 
оза уравиения Х (/) =0, У‹/, =0 должны иметь одни и те же интегралы. 

Введем еще следующее важное понятие. Пусть будет 


д ==/(х, у; а), =ЕФ(х, у; а) (107) 


непрерывная группа с двумя переменными. Если мы применим преобразование 

этой группы ко всем точкам плоской кривой С, то мы получим другую плоскую 
кривую С.. Пусть будут у’, у’, ..., У производные от у по х, и 

п 

У... 


производные от у, по х:; мы видели (т. Т, $ 57), как можно выразить эти 


последние производные через х, у, У’,..., УМ, и мы там получили формулы вида: 
у, уу; а), 
у = у, У, У; а), (103) 
д фи (Ж, У, У, У, -., У; а), 
Формулы (107) и 1108} определяют также группу преобразований п-+-2 
переменных х, уу,..., 09, которая пазывается грунпою, продолженною из пер- 


вой. Мы примем это предложение без локазатс ъства, хотя это доказательство и 
не представляет никаких затруднений, кроме ‘довольно боль’иих выкладок. Мы 
здесь по ажем только. как можно вычислить бесконечно малое преобразование 
продолженной группы. Пусть оудет 

у 


ду 


.бе. конечномалое преобразование ганчой группы. Возьмом ур: внения этой 
группы: 


. 9, , 
аж у, тж, у, 
9х 


:, в /. 0: 9: 
Р-р (+ | 
1 1.2\ 9х ду й (109) 
бин (Рим) +... | 
И (Ен) 


отсюда получаем: 


# дп 91 
а 2 (—а —а ... 
у я (> “у у) + 


Ю  / д 95, \ 
ах ах + Я =... 
+ Я 5х ау У] 


й 


7* 
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Нам нужен только коэфициент при { правой части; мы его получим деле- 


нием Он равеи , 
вое 
дх (5 9х/ ах ду 
С едовательно, символ бесконечномалого преобразования пит группы 
при п == 1 будет: 


9х + + [> (5" ,) , | у. 
& (х, х, — У 
( У; ст" э, Ги ГИУ у — ду ; 
Этот прием имест вполне общий характер. Если коэфициент пра & в разло- 
жении у#-и равен п(х, у, у,.... У®-1), то мы имеем для у 


дут ду - 9 1 4 -.. 


ах ант ( +45) +... 
х У 


(п) — 


У 


и коэфициент при Ё правой части равен 


Таким образом мы можем вычислить последовательно бесконечномалые пре- 
‘образования продолженных групп, получающихся из рассматриваемой группы, 
до любого значения п. 

Мы будем говорить, что система диференциальных уравнений 


Ч 48 Ча (110) 


допускает группу преобразований @ с одним параметром, определяемую форму- 
лами (1:0), если после замены переменных х,, Х№2,..., Хи переменными 

ЖИ, ч.0, Ми 
она превращается в систему 


ах’ _ ах» __ Чт. 
2 ра Хи Й (111) 


тождественгую с прежней, каково бы ни было значение параметра а, т. е. если 


в системе (111) Ху, Х&, ..., Хи суть такие же функции от ху’, хх, ..., Хи, 
какими были в (110, Х,, Хь,..., Адот ду, Ха, ..., Ха» Из связи, существующей: 
между системою (110) и уравнением в частных производвых 
3 4 
хх Ах, А... +, М0 12 
9х эх, | ди 


следует, что пля этого необходимо и достаточно, чтобы всякое преобразование 
группы С преврашало уравнение 


ХУ, (г ‚а, ..., Ап ИО 


1=1 


в линейное уравнение, равносильное уравнению Х (/) =0, каково бы ни было 
значение нараметра а. Если }(%:, №, ..., Хи) есть интеграл уравнения Х(/) =0, 
то Е(хь, х,... Ха) есть также интеграл уравиения Х' (9) =0 и, слелова- 
тельно, после замены х’' ‚ №’, ..., Хи их выражениями (100) (хр, ху’, 4. Хи} 
должно быть также интегралом уравн: ния Х (1) = 0. Отсюда следует, что необхо- 
димым и достаточ‘ым условием то!о, чтобы система диференциальных уравне- 
ний (110) имела группу преобразований @, будет условие, чтобы всякое пре- 
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образование этой группы изменяло’ интеграл уравнения Х(/) =0 в инте: рал 

того же уравнения. 
Пусть будет 

9!  % 

+. (113) 

9% 9х 


ТО = + 


бесконечномалое преобразование группы С. Заменяя параметр а определенным 
выше параметром ЁЬ мы имеем: 


О м...) = А, №, нм в) + ( ТИ + ... 


Если Х(х., №,..., Хи) есть какой-нибудь интеграл уравнения (112), то 
должно быть интегралом и /(х,, №,..., Х.), а следовательно, и 


РЖ, м, -- Ми) —РОд» №, ++ Ми 
‚или 


ое ти... 


каково бы ни было & В частности, Г(У) должно быть интегралом уравнеиия (112). 
Это условие и достаточно. В самом деле, пусть будет Л,, Ь, -.-», Ла_я Система 

п-—1] независимых интегралов; если Г(р), Г(№), -..-, Г(и-4) — интегралы, то ' 

будет интегралом и Т(}), где ;— какой-нибудь другой интеграл; в самом деле, 

мы имеем /—=П(А, №, -.-› Хи) и, следовательно: 
9И 9П 

Г= о ТОО+...-+ 

А 9-1 


Но если Т(}) есть интеграл, то на основании предыдущего будет интегра- 
лом и Г[Т(})] ит. д. а следовательно, и #(х’, х, +... Жн).. 

Таким образом для того чтобы си:тема (110) допускала группу преобра- 
зований (С, необходимо и достаточно, чтобы, если Ёесть интеграл уравне- 
ния Х(Р =0, то было бы интегралом и Т(}). Для краткости мы будем гово- 
рить, что уравнение Х(/) =0 допускает бесконечномалое преобразовазие Т(Х). 

После этих разъяснений рассмотрим уравнение первого порядьа 


4х Чу (14) 


Чтобы уравнение 


&- я» 
дх 9 
должно быть } 
[6 до до до 
А-+В--==0, Е + =И(), 
У 


гле ®(х, у) есть ‘интеграл уравнения хр =0, отличный от постоянного, и 
Н («) — произвольная функция от ®. Отсюда получаем: . 
% _ _ ВП (%) д5 _ АП (5) 
%% мВ у А-В: 
и, следовательно, ` 
40 Вах _Аау. 
Ио В: а ' 
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следовательно, = есль интегрирующий множитель для В ах — Аду. Обрат- 
но, пусть будет $ (х, у; такая функция, что ее полный диференциал равен: 
Вах — Аау 

9+ — В; — Ай ’ 

мы имеем: 
9 , д 
хХу=А 48° 0, Т у а, 
9х ду 9х ду 


‘ле. овательно, Т($} есть интеграл уравнения Х($ =0, и мы можем выразить 
результат следующим образом: 

Чтобы диференциальное уравнение (114) допусхало группу преобразова- 
ний, получающихся из бесконечномалого презбразования 


ЗА т 
"у" 


необходимо и достаточно, чтобы 


В; — Ат 


было интегрирующим множителем для В ах — А ду. 

В этом новом методе требуется только зн. ние бесконечномалых преобразо- 
ва ий группы. Так как каждое у; авнение первого порядка имеет бесконечное 
множество интегрирующих множителей, то отсюда следует, что всякое урав ение 
перво! о` порядка допускает бесконечное множество бесконечномалых иреобра- 
зований, . 

Вернемся к общему случаю системы (110). Пусть будут Х (}} = 0 соответ- 
ствующее еи линейное у авнение и Т(/) — символ бесконечномалого преобра- 
зования. Рассмотрим уравнение 


ф=хТО- ХУ =0 (15 


где Х [Т (/)] обозначает результат операцли Х (У). примененной к Г(/), и Г[Х'}] 
имеег аналогичное значение. Выпажение 7\Л) ссть однородная линейная функция 


производных первого порядка —— и не содержит ни одной производной второго 


у . 

порядка; для доказательства достаточно убедиться, что коэфициенты при кажлой 

произеодней второго порядка одинаковы в Х [Т(}}] ив Г[Х |. В самом деле, 
о о 


в Г[Х (/)] коэфициент при —^ равен ХА;, а при равен ХА,-- Хил легко 
9х; х, Хь 

видеть, что такие же ко›фациенты будут и в Х[Т(})}|. Следовательно, урав- 

нение 7.}} =0 имеет такой же вид, как уравнение Х({)} =0, и, раскрывая его 


коэфициенты, мы можем препставить его в виде: 


9. 3 
= К-т + НТО +...=0. (116, 

9х 9х; 
Если Т(/) есть интеграл уравнения Х (1) =0 всякий раз, когда Х есть инте- 
грая этого уравн; ния, то очевилно, что всякий интеграл ураенения Х (7) =0 
удовлетьоряет линейному уравнению 7(})=0, следовательно, должно быть 


($ 393): . 
ХТ [ХЕ жа, +. ХО), (117) 


где р (хи, л,..., хп) е ть произвольная фус‘кция от Х1, Х2,..., Яя. Обратно, 
если мы имеем тождество т. кого вида. то в який интеграл уравн: ния Х (У) =0 
уловлетворяет также у авнению Х[Т(у,]==0, и слеловательно, 7 (У) есть также 
интеграл уравнения 'Х (1) =0. Таким образом необходимое и достаточное 
‘условие того, чтобы линейное уравнение Х(}) =0 допускало бес` онечно- 
‘малое преобразование Т(}) выража тся соотношением (117), где в есть про- 
извольная функция от Хи, Ха, -.., Хп. С . у 
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Соотношение (117) равносильно п — 1 кезависимым соотношениям; 


хто хот хто 
Х\- ра Ха 
Рассмотрим диференциальное уравнёние п-го порядка: 
апу @у ау а1-1 
=, ие ; (118) 
ахп \ ах’ ах? ахп-1 
О 
чтобы узнать, допускает ли оно группу преобразований С получающихся из бес- 
конечномалого преобразования 9 } 
та, , 
9х ду 
достаточно заменить уравнение (118) системою п диференциальных уравнений 
первого порядка, взяв за вспомогагельные неизвестные п —1 производных 
У. у,..., У-9, и исследовать, допускает ли эта система бесконечномалое пре- 
образование группы, продолжениой из С. 
Возьмем, например, уравнение второго порядка у" = (х, у, у’). Его можно 
заменить системою 


ах __ ау _ Чу’ 
. Ту ФЖУуУу) 
или линейным уравнени.м з а у 
хи =У у ржи =6 
9х ду. ду 


достато но рассмотреть, допускает ли это уравнение бесконечномалое преобра- 


зование а н $ = } 
[Уи 9] 
ГУ (> 5; ду’ ] ду 


Выполняя вычисления, мы получим условие, содержащее х, уи у’, которое 
до'жно удовлетворяться при всех значениях этих переменных. Если уравненне 
второго порядка дано, и нужно найти, какие оно имеет бесконечномалые пре- 
образования, то неизвестные функции  (х, у) ит (х, у) не должны содержать у" 
Выразив, что предыдущее соотношение не з: висит от у, мы можем получиль 
в зависимосли от данной фузкции $(х, у, у’) конечное или бесконечное число 
уравченй, кого ым должны удовлетворять функции & (х, у) и т(х, у). Вообще, 
эти уравн' ния — не совместимы; это показывает, что произвольно взятое угав- 
нение вгорого порядка не имеет бесконечномалых преобразований; то же отно- 
сится и к угавнениям высшего порядка. Отсюда понятно, каким образом Софус 
“Ли мог классифяцирозагь диф :ренциальные уравнения по числу различных бес- 
коиечнома ‘ых преобразованиР, которые они допускают. 


ен и\ у, 
а | 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1*. Пусть будет Му наибольшее абсолютное значенне функции }(х, уз), ко- 
гда х изменяет. я от Хо до х, + а, и буквы а, В, К‚` Ху, Уз имеют те же значения, 
как в $ 391. Доказать, что интеграл уравнен я у’—/(х, у), принимающий зна- 
чение у, прн х =, есль функция, непрерывная в промежутке (х, хо, --2), где 
© есть мепьшее из двух нисела и ГЕ 1+ М.) 

О 9 : 

[Линделёф (1.104е15, Уоигла! 4е Майётайдиея, 1894] [Как в $ 318, 
последовагельно доказываем существование неравенств: 

па — №)". 
[ут Ув < МК" Ти; 
отсюда у’ будет заключаться между № — Ви у + В, если` 


К 
еК “4-х «< + | . 
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2. Найти два первых интеграла систем совме тных уравнений: 


иду 920 УФУ 20 (9 
ела ау (8) 
у . 42 _ — ах 


ух: мух ут ху 


3. Доказать, что выражение | 


Хх 
›—# (5) 
У 
есть интегрирующий множитель для 


4—1 (3 ах. 


4. До‹азать, что общий вид диференциальных уравнений первего порядка, 
допускающих бесконечномалое преобразование 


9 
--—х-, 
7, ау 
есть 
ХУ а 
р ру +). 


Вывести отсюда их интегрирующий множитель. 
5. Найти общий вид днференциальных уравнений пе.вого порядка, допу- 
скающих одно из бесконечномалых. преобразований 
/ / у ый 


+х- или х- + ау 
9х у ду 


6. Найти группу преобразований для диференциального уравнения . 
4 
их = (х + ау), 


где а — постоянное, и вывести отсю а интегрирующий множитель. 
7%. Диференциальные уравнения пространотвенной упругой кривой 


у — ух + 5 ВУ, 
2 — д’ — У— вх, 
ху — ух" = ди + а, 


где а, В, 8 — постоянныз, имеют два первых интеграла х’?- у? 2” - |, 
в (7 у) — 4 С'. Мы’ получим затем х и у, интегрируя лифёренциальное 
уравнение второго порядка. 

[Эрмит, Зиг дне! 'Чиез аррИсаНопз Чез юпсНолз е'ИрНаиез (стр. 93; Оейугез, 
Ш, стр. 361.] 


ГЛАВА ХХ. 


ЛИНЕЙНЫЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 
1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА. ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ. 


Из диференциальных уравнений до настоящего времени лучше всего 
исследованы линейные уравнения. Они обладают целым рядом характе- 
ристических свойств, которые резко выделяют их из других уравнений 
и облегчают их изучение. Сверх того, они в тречаются в очень многих 
важных приложениях анализа, и весьма полезно Изучить их прежде, чем 
мы приступим к рассмотрению диференциальных уравнений общего вида. 
Мы будем рассматривать здесь, за немногими исключениями, только 
такие линейные уравнения, коэфициенты которых суть аналитические 
функции независимого переменного. 

399. Особые точки линейного диференциального уравнения. Линейное 
диференциальное уравнение 1-го порядка имеет вил: 

пу 4"Ту 


ау 
д Г ба + > 4 ур РУ 9,1 =0, (0 


где 4, @,,..., @„.1 суть функции одного переменного х. Его интегри- 
рование равносильно интегрированию системы: 


Чун _1 
п ра. а, ау а.о, 
(2) 


где п-—1 производных от у входят как вспомогательные переменные. 
Предположим, что все коэфициенты @, голоморфны в круге Сь с ра- 
диусом Ю и с центром в точке хо; пусть будут Уд, У, Уб’ь ---› УИ 
п произвольных постоянных. Прилагая к уравнениям (2) общие выводы, 
полученные выше ($ 384), мы заключаем, что уравнение (1) имеет 
интеграл, голоморфный в круге С и принимающий. значение у, при 
х=х, тогда как его п—1 последовательных производных принимают 
при х=х, значения 


Ус’ ‚ Уо”, ..., Уи. | 


Из общей теории мы уже знаем, что это — единстненный интеграл 
уравнения (1), удовлетворяющий этим: начальным условиям; для краткости 
мы будем говорить, что этот интеграл определязтся начальными усло- 
виями (0, У, У» У,» .-- з Мо"). Предположим сначала для определен- 
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ности, что коэфициенты а, суть однозначные функции переменного х, 
имеющне на всей плоскости только изолированные особые точки. Пусть - 
будет [. какой-нибудь путь, соединяющий две не особые точки ж и Хи 
не проходящий ни через одну’ из особых точек коэфициентов а; инте- 
грал, онределяемый начальными условиями (%, У’ У’ .. Уи), прел- 
ставится целым рядом Р(х— ху}, сходящимся в круге Су, описанном 
из точки хо и проходящем через особую точку, ближайшую к точке ху. 
Пользуясь этим рэдом, можно проследить за непрерывным изменением 
интеграла вдоль пути /, пока этот путь не выходит из круга Су. Если 
линия Ё выходит из круга Су в ‘какой-нибудь точке а, то мы можем 
взять на этом пути точку х., лежащую внутри круга С, и настолько 
близкую к а, чтобы круг С; с центром в точке х,, проходящий через 
особую точку ближайшую к точке х,, не лежал весь внутрн круга Су. 
Пользуясь рядом Р(х — ж), а также рядами, получающнмися от. его 
диференцирований, мы можем вычислить значения интеграла и его (й — 1) 
последовател! иых производных в течке х;. Пусть будут У», У; ..., УИ 
эти значения; интегдал уравнения (1), определяемый ‘начальными усло- 
виями (№, У, У, ..., У, 70), представится целым рядом Р, (х—х)), 
сходящимся в круге С,. Суммы двух рядов Р(х — хо) и РЁ. (х — х:) равны 
между собою в части, общей обоим кругам, так как они обе представ- 
ляют иитеграл уравнения (1), удовлетворяющий одним и тем же началь- 
ным условиям. Отсюда следует, что ряд Р, (х —^:} представляет анали- 
тическое продолжение в круге С, той аналитической функции. которая 
определяется в круге Су рядом Р(х — хо). Если часть пути ./Р, заклю-_ 
чающаяся между х; и Х, не лежит вся внутри круга С., то мы возьмем 

на этом пути новую точку х,, лежащую внутри С., и т. д. 

Мы, наверное, придем к кругу, содержащему точку Х, после конеч- 
#0го числа таких операций. В самом деле, пусть будет $ длина пути 
[, и 9$ — нижняя граница расстояний между точками пути Ё и особыми 
точками. Радиусы последовательно введенных нами кругов‘ будут не 
меньше $, и мы можем выбрать центры этих кругов таким образом, 
чтобы расстояние между двумя последовательными центрами было 


8 
больше о. Соединяя последовательно эти центры прямыми, мы полу- 


чим после р операций ломаную линию, длила которой будет не меньше 
Я д 
Ро. Если р р >> $, то длина этой ломаной линии будет болыше длины 


пути РЁ; следовательно, после не: более чем р— 1 операций мы придем 
к кругу, содержащему „всю часть пути [, заключающуюся между центром 
этого круга и точкою Х. 

Из всего предыдущего видно, что можно проследить за аналити- 
ческим продолжением. интеграла вдоль всего пути, описываемого ‚ пере- 
менным х; пока этот путь не проходнт нн через одну из особых точек 
коэфициентов @а,. Следовательно, мы заранее знаем, каковы те точки, 
которые только одни могут быть особыми точками интегралов линейного 
уравнения. При этом может случиться, что какая-нибудь точка а будет 
особою точкою некоторых из коэфици: нтов @; и вместе с тем не будет 
особою точкою всех интегралов. В частном случае, когда все коэфи- 
циенты @, суть многочлены или целые функции, все интегралы суть 
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функции, голоморфные во всей плоскости, т. е. целые функции, которые 
могут приводиться и к многочленам. 

Предыдущие рассуждения распространяются также и на тот случай, когда 
коэфициенты а; имеют какие-нибудь особенности, причем эти коэфициенты могут 
быть многозначными функциями. Если мы выхо.им из точки ху, в которой эти 
коэфициенты голоморфны, и перемещаем переменное х по пути С, вдоль кото- 
рого можно иметь аналнтическое продолжение коэфициентов а, то вдоль этого 
пути мы можем иметь также и аналигическое продолж.ние интегралов. Целы? 
ряды, представаяошие интегралы, будут сходящимися в тех же кругах, как и 
ряды, представляющи- коэфициенты. 

Все эти результаты вполне согласны с выволами, полученными нами по 
методу последовательных приближений ($ 389). 

409. Фундаментальные системы. Рассмотрим линейное уравнение одно- 
родное, т. е. не содержашее члена, не завнсящего от у: 

апу .` 4"— у | ау | 
Ва ди +. уу У=0; (3) 
мы обозначаем здесь через ЁР(у) уже не функцию переменного.у, а 
результат диференциальной операции, выполненной над функцнею у пере-. 
менного х. Из самого определения эгого символа следует, что, если 
У, У» :..› Ур Суть р каких-н будь функций от х, а С,, С.,..., С,- ка- 
кие-нибудь постоянные, то мы имеем тождественно: 


РС Су, Е.Н СрУр = С.Р(у,)-Е СВ) „=. ЗЕ СЬЁ (Ур). 


Отс:ода видно, что если У, У, ..., У, — интегралы уравнения (3), то 
будет ннтегралом и количество С; у. Су, |... -Р Срур»› каковы бы 
ни былн числовые значения постоянных С,. Следовательно, еслн мы 
знаем п частных интегралов У;, У.,..., У, этого уравнения, то мы мо- 
жем получить из них интеграл: 


У= Су Сьу, +... Су, , 4) 

в выражение которого входят и произвольчых постоянных С\, С., ..., С». 
Отсюда еще нельзя заключить. что формула (4) представляет общий 
интеграл уравнения (3); для этого нужно предварительно убедиться, что 
можно выбрать постоянные С;, ,,..., С„ таким образом, чтобы при 
частном значении х, переменного х. отличном от особых точек, функция у 
‚и ее я —1 последовательных производных имели любые заданные зна- 
чения. Обозначим лля краткости через ( УР), значение р-й производной 
частного ннтеграла у, в точке х,. Приравнивая произвольным коли- 
чествам значения интеграла у и его и—-1 первых послеловательных 
производных в точке. ху, мы получим для определения  постоячных 
°С» С.,..., С, систему п линейных уравнений. Определител,, обра- 
зованный коэфициентами при этих неизвестных, должен быть отличен 

от нуля. Элементами этого определителя служат функции у:, У, -..› Ул 

и их производные до (п — 1)-го порядка; мы обозначим этот определи- 


тель через А (У:, У»... , У): 


У | (5) 


у уи-1 ... Уп-в 


А (у. Уз...) у„) = 
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‚Этот определитель носит название опр ’делителя Вронского.“Если опре- 
делитель > (1, У,,.-., Уи» Который есть голоморфная функция от х во 
всей области, где коэфициенты а, голоморфны, не равен тождественно 
нулю, то мы возьмем для х, такую точку, в которой этот определитель 
не обращается в нуль; тогда мы можем определить постоянные С, таким 
образом, чтобы у и его п—1 последовательных производных приняли 
при х любые начальные значения. Следовательно, ‘всякий интеграл 
уравнения (3) заключается в ` формуле (4); поэтому говорят, что эта 
формула представляет общий интеграл уравнения (3), а те интегралы 
У, №, -.., У„, При которых определитель А (У-, у,,..., У„) не равен 
тождественно нулю. образуют фундаментальную систему интегралов. 
Если определитель А(у., У,,..., У,} равен тождественно нулю, то 
некоторые из интегралов у, у, ..-, У, могут быть получены из осталь- 
ных. Вообще, мы будем говорить, что п функций у, У.,..., У„, пере- 
менного х линейно зависимы, если между этими п функциями суще- 
ствует соотношение вида: 


Суу, + Сьу, |... С, у, =0, (6) 


гле С, С,,..., С,— постоянные, не равные все нулю. Чтобы п 
функций У, У...., У, были линейно зависимыми, необходимо и 
достаточно, чтобы определитель А (У, ..., У) был тожд. ственно 
равен нулю. 

Прежде всего это условие — необходимое. В самом деле, из соотно-` 
шения (6) находим п —1 соотношений Того же вида: ^ 


С Ут -- СУ... -- С,УФ ==0 (р=1 2,...,. ПТ), (7) 


между производными первого, второго и т. д. порядков от функций у,. 
Так как, по прелположению, коэфициенты С, не равны все нулю, то 
уравиения (6) и (7) могут быть совместными только в том „случае, если 
определитель А (У., у,, -..› У,„) тождественно равен нулю. 

Обратно, пусть будет А =0, и предположим сначала, что все 
миноры первого порядка определителя А относительно элементов послел- 
ней` строки не равны тождественно нулю; пусть, наиример, коэфициент 
при у," 


, # + 


У У т У -1 


ох е хехе ое» ох 


у.(1—2) у, Уи) 


отличен он. нуля. Пусть будет А часть плоскости переменного х, в. 
которой функции у, голоморфны, и в которой этот определитель 6 не 
равен нулю. Положим 


У==К У, + Ку, -- ... + Ки Ун-ь 
У'=КУг Ку |... Е КУ, 


- == К, у "-9 + К," р... НКУ; 


(8) 
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из этих п— 1 уравнений мы‘ получим для К,, К,,..., К„_1 функции 
от х, голоморфные в области А, так как К, есть частное от деления 
голоморфной функции на минор 8, не равный ‘нулю в области А. Эти 
функции К,..., А„_1 Удовлетворяют также соотношению: 


УИ КВ Ку"... КУР, ‘9) 


так как определитель А (у, У›,..., У„) равен нулю во всех точках 
области А. Диференцируя один раз каждое из уравнений (8) и принимая 
во внимание как эти уравнения, так и соотношение (9), получим: . 


КРУ Е... ЕК, =0, 


Ку у" + ... -- К, у"? =0 


и, слезовательно, К,’ =К, =...==А, , =0. Следовательно, функции 
К» ..., Кул равны постоянным, и мы, действительно, имеем между п 
функциями Ри У...» Уи Соотношение вида (6), гле все коэфициенты 
постоянны, причем коэфициент С„ отличен от нуля. Очевидно, что это 
соотношение, выведенное для области А, имеет место во всей области 
существования функций У;, У...) Ун.. 

Заметим, что минор 6 равен определителю 


А (У, У +.) Ур} 


если этот минор 6 тождественно равен нулю, причем А (1, У», .-.,У„_о) 
отлично от ‘нуля, то, как и выше, мы выведем отсюда, что функции 
У, У ....У,_1 Удовлетворяют соотношению вида (6), где С,==0 и 
С,_. 50. Следовательно, продолжая те же рассуждения, мы будем при- 
ходить всегда к соотношению вида (6), где некоторые из коэфициентов’ 
могут быть нулями. Таким образом, если мы знаем п интегралов урав- 
нения (3} таких, что А(У, У.,..., У,) =0, то по крайней мере один 
из этих интегралов есть линейная комбинация с постоянными коэфициен- * 
тами других интегралов. Может случиться, что эти И интегралов приво- 
дятся на самом деле к р различным интегралам (р%и— 1); для этого 
необходимо и достаточно, чтобы все определители, аналогичные А, 
которые можно образовать из р --1 этих интегралов, были равны нулю, 
но по крайней мере. один из определителей, составленный из р интегра- 
лов. был отличен от нуля. 

С помошью этой леммы можно также доказать, что общий интеграл 
уравнения (3, представляется формулою вида (4). В самом деле, пусть 
будет (У., У,,...›.У„) фундаментальная система интегралов, и у —- какой- 
нибудь другой интеграл; из п-|-1 уравнений 


Е(у) =0, Е( у) =0, ..., Е( у) =0 


мы получим, исключая коэфициенты а}, а,,..., @,. соотношение: 


п‘ 


А(У, У, у, ..., У) =0. (0) 


Следовательно, между этими п--1 интегралами существует зависи- 


мость: 
СУСС У |... Су, = 
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где С, С,,..., С,„— постоянные, не равные все нулю; при этом козфи- 
циент С при у наверное отличен от нуля, так как интегралы У;, у.,..-., У, 
линейно различны. 


Всякое линейное уравнение л-го порядка имеет бесконечное множество 
фундаментальных систем интегралов. Чтобы получить одну из таких систем, 
достаточно взять п таких интегралов, чтобы опрелелитель, составленный из началь- 
ных значений этих п интегралов и их (п — 1) последовательных производных, не 
был равен нулю в точке х;,-отличной от особых точек. Пусть будет у1, Уз,-.., Уи) 
первая фундаментальная система, тогда и ннтегралов У, У 7,, определяемых 
формуламн: 

Иса: Неву Р.Р сиу, И=1,%,..., п), 


с постоянными коэфичиентами с», также образуют фундаментальную систему, 
если определитель /[), составленный из и? коэфициентов с», отличен от нуля. 
В самом деле, по правилу умножения определителей имеем; 


А (У, У, ..., У,)=0)-А (у, Уз, +» У) 


. . 1 аА(уь ... )` 
Из этой формулы следует, что отношение (о 1 "Ут одинаково 


. для всех фундаменгальных систем; мы проверим это, составив это отношение. 
Припомним сначала формулу, выражающую производную от определителя: 


В раскрытом виде этот определитель равен .У = а,вве,...4, причем сумма 
распространяется на все перестановки (а, 8, т,..., Х) первых ип чисел, а знак == 
зависит от класса перестановки. Таким образом мы получим: 


Р'=У-а,'6ве,...В- (У = а,65'с,...Б)-... НУ = а,63 6. ... 4’) 


но У а." бвс, ...Д представляет собою в развернутом виде тот определитель» 
который получается из 0) заменой элемен'ов первого столбца их произволными; 
аналогично и для следующих групп членов в выражении 0’ Таким образом 
производная от определителя 0) порядка п равна сумме п определителей, каждый 
из которых получается из ОД замегой всех элементов одного столбца или одной 
строки соответствующими производными. 

Применим это правило к определителю А у;. у»,..., у»); первые п -- 1 из 
получаемых опрелелителей равны нулю, как имеющие по две одинаковых строки, 
и мы будем иметь: 


У Уз ... Уя 
АА (у, У...) Уп) ры м ... аи , 
ах 91 Уз ... Ул 
(п} {п) (п; 
У У: ... Ул 


Эта формула верна, каковы бы ни были функции у, уз, ..., У’ если же эти 
функции суть интегралы уравнения (3), то мы можем заменить в последней 
строке у!” через — а. У" И — ... — аиу, и сделать такую же замену для 
остальных элементов. Раскрывая полученный опрезелитель по элементам последней 
строки и замечая. что неко‚орые определители будут иметь по две одинаковых 
строки, получим окончательно: 


4 аа, 111) 
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Следовательно. искомое отношение равно — а:. Вместе с тем из этой формулы 
мы можем получить значение определителя; 


где Ау обозначает значение опрелелителя А при х :%ж. Из полученного выра- 
жения для определителя А видно, что, если А не р..но тождественно нулю то А 
буде. отлично от нуля во всякой обыкновенной (не особой) точке; этот результат 
можио было Зы вывести также и непосредстненно из найденных ранее свойств 
определителя А. _ 

Следует заметить, что всякое линейное уравнение с фундаментальною 
системою интегралов (у,, Уз, ..-,У„) можно представить в виде (10: 


А (у, „У: , Уз, ‚12 29и) 0, 


причем коэфициенты при У} содержат только интегралы у; и их производные. 
Отсюла следует, что л каких-нибуль линейно независимых функций всегла можно 
рассматривать как фундаментальную систему интегралов некоторого линейного 
уравнения. 


401 Неоднородное линейное уравнение. Выделяя член, не зависящий 
от у, мы можем представить неоднородное линейное уравнение в виде: 
4"-1у 


а” а . 
БОН ет... аа На, ==/; (12) 


для краткости мы будем называть это уравнение уравнением с прав`ю 
частью, а уравнение Е (у) =0 — уравнением без правой части. Если 
мы знаем какой-нибудь частный интеграл У уравнения (12), то, произведя 
подстановку у= У- 2, мы приведем интегрирование этого уравнения, 
в силу тождества Р(У-- 2) =Е (У, +ЁЕ(2), к интегрированию урав- 
нения без правой части Р(2) —=0. Следовательно, общий интеграл урав- 
нения с правою частью представится формулою: 


У=У-+СИ-+ С++... Су, (3) 


где у, У., ...› Уи СУТЬ И частных интегралов уравнения без правой части, 
образующих фун аментальную систему, и С., С.,..., С„ суть и произ-` 
вольных постоянных. В приложениях часто бывает нетрудно найти частный 
‘интеграл линейного уравнения с правой частью; в этом случае остается 
проинтегрировать уравнение без правой части. При нахождении частного 
интеграла уравнения 6 правой частью часто бывает полезно следующее 
почти очевидное замечание: если /(х) есть сумма р функций 


11 .(х), Ь(х),' ...у их), 
таких, что мы можем ‘найти частный интеграл каждого ‘нз уравнений 
Ру ==), Е(у) = 1(`,..., 2(5) =2%), 


то сумма ИРУ... + У, этих р частных интегралов есть интеграл 
уравнения РУ = =А(х). 

Отнссительно линейного уравнения с правой частью существует сле- 
'дующее общее предложение: если известен общий интеграл уравнения 
без правой части, то всегда можно получить квлдратурами общий 
интеграл уравнения с’правой частью. 
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Прием, данный для этой цели Лагранжем, называется методом изме- 
нения постоянных. Пусть (У, У ++, Ул) фундаъентальная система 
интегралов уравнения Р (у) = 0; следуя насколько возможно близко тому 
приему, которым мы пользовались в случае линейного уравнения первого 
порядка ($ 365), попытаемся удовлетворить уравнению (12, взяв. для. у 


выражение вида 
У= С, у, | Сьу, + -.- Е Ся, (14) 


где С., С.,..., С„ обозначают и функций от.х. Очевидно, что между 
этими функциями можно установить и —1 произвольных соотношений, 
лишь бы эти соотношения не были несовместимы с уравнением. (12). 


Положим: 
У! С’ -- УС. -- ... - у,С; =0, 
Су Ну С, +... Ну, С, =0, 


(15) 


— р ‚— _ О . 

"9 Су" СУ... УГРА С,=0; 

легко видеть, что тогда производные от у до (и — !)-го ‘порядка пред- 
ставятся выражеииями: 


У= С уг-Н Сьу +... Сьу, . 
= Су” Су" +... Е Сьу, | (6) 


ооо ро . 


Уи ==, и-0-- Су и-о-...- Су. 


Первое из соотношений (15, выбрано таким образом, чтобы про- 
изводная первого порядка у’ имела то же ‘выражение, как ели бы 
С» С, :.., С»: были постоянными; то же относится и к следующим 
соотношениям. Производная л-го порядка имеет менее простой вид: 


У = С, ® Е С, у --... Е С,у® +. 
а -9 Су у, -9 Су... + У.И-® С. 


Вставляя прелыдущие выражения для у, У’, У’,..., У") в левую часть 
уравнения (12), мы иайдем, что Коэфициенты при С., С», ....С» равны, - 
соответственно, Р(у,), ..., Р( Уи), и, таким образом, мы придем к новому 
соотношению: 


"0 Су + у—0 С, "’ НУ," С, =1(<). (15°) 


Из соотношений (15) и (15') можно определить Су,..., С„; следова- 
тельно, мы получим С;, С,,..., С, квадратурами. 


К рассматриваемой задаче можно также применить следующий метод, при- 


надлежащий Коши. 
Пусть будет (у, Уз, .-.,У,) Фундаментальная система интегралов уравнения 
Е(у)==0. Определим постоянные Сь, С», ...,С„ таким образом, чтобы интеграл 


Су ул -- Сауа + --- + Си 


вместе со своими п — 2 последовательными производными был равен иулю при 
х-=а, и чтобы его производная (п--1)-го порядка обращалась в единицу. ` 
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Полученный, таким образом, интеграл ф (х, а), очевидно, зависит от переменного х 
а также от начального значения а, и удовдетворяет и условиям: 


$ (а, а) =0, ф' (а, в) =0, $" (а, а) =0,..., 2 (а, д = (17) 


где Ха, а) обозначает производную порядка р от ф(х. а) относительно х, в 
которой после диференцирования х заменено через а. Заменяя в предыдущих 
соотношениях а через х, что равносильно простому изменению обозначений, 
мы представим нх в виде: 


9 (5% х) = 0, 9х, х)=0, ..., (к, до, 9х, ЮЬ (И 99) 


причем Хх, х) обозначает теперь производную порядка р от $(х, а) относи- 
тельно х, где после диференцирования а заменено через х. Рассмотрим функцию, 
представляемую определенным интегралом: 

х 


У (<. а) } (а. ал, (8 
№ 
взятым от произвольного постоянного предела х. Применяя общую формулу 


диференцирования интегралов и обрашая внимание на условия (17 51$), мы имеем 
последовательно: 


х х 
4 | ‚ У [о 
м а) а, ое Ф (х, ®) (а; аа, 
№ . № 
ыы 
"У (п) | 
акт = 9х, в) Ха) аа 19; 
© 


Еставляя эти значения У, У’,..., У} в Е(И); получим: 


х 


Е(У)=1(=) +} [(х, а) + ав" П(х, а) --... Нал (х, а)] 1 (а) @а. 
. © . 
Функция, стоящая в правой части под знаком интеграла, тождественно равна 
нулю, так как $Ф(х, я) есть интеграл уравнения без правой части, каково бы ни 
было значение параметра я. Отсюда следует, что функция Г представляемая опре- 
деленным интегралом (18), есть частный интеграл линейного урачнения с правой 
частью. Можно заметить, что этот интеграл вместе со своими производными до 
(п — [)-го пор-дка включительно равен иулю при нижнем пределе хо, который 
предполагается обыкновенною точкою коэфициевтов данного уравнения *. 


* Нетрудно проверить, что метод изменения постоянных и метод Коши приводят к тем же 
вычислениям. В самом деле, функция $ (х. а) Коши имеет вид: 


ф (х, а) = ва) у1(х) -- Фа (<) у(%) -- --- + Фа (@) Уд(х), 
прич м функции Ф/®) определяю ‘ся условиями: 
(а) уца) -- ... + Фи(@) уш(@) = 0, 
ов) ПШ) (а)... + ви(а) уд 2) а) #0, с (А 
бад" (а... + виду» ОП =ь | 
и частный интегра. (18) имеет выражение: 
х х 
У = (а | 94) 7 (а) ая + +. + ЭС [| 99) 1 (8) 4х. 
р № 
] соот енизмя (15) и (15°), определяющими фунции Ср’ в 
ето Иране ов О егреаетвннь ыы. чо С1(х) = зил) /(х), и следовательно, 


метод изменения произво›ьных постоянных дает частиый интеграл пссредством тех же квадралур, 
чго и метод Коши. . 


8 9. Гурса, т. И, ч. 2 
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Чу 
@хпт 
совпадающему с уже полученным выше ($ 379). 


Применение этого метода к уравнению —/(х) приводит к ‘результату, 


402. Понижение порядка линейиого уравиения. Если известно не- 
сколЕфо частиых интегралов линейного уравнения, ТО ими можно восполь- 
зоваться лля понижения порядка уравнения. Рассмотрим сначала одно- 
родное уравнение и-го порядка; пусть будут У;, у,,-.., у(р < п) 
линейно независимые интегралы этого уравнения. Сделав подстановку 
у==уУ.%, где 2 обозначает новую неизвестную функцию, мы приведем 


данное уравнение Р(у)==0 к уравнению того же вида относительно 2, 
р 


так как выражение каждой производной > линейно относительно 2 и 


производных от 2. Если У, есть интеграл уравнения Р( у) =0, то новое 
уравнение относительно 2 должно иметь решение = —1; отсюда следует, 
что коэфициент при = равен нулю; последнее можно проверить непо- 
средственным вычислением, так как коэфициент при г есть именно Р( у). 
Следовательно, уравнение. относительно 2 ет иметь вид: 


47-12 
и 1дхя- тит. 5, в == 0; {19) 


42 . 
где, 6.,6,, ..., В, 1— фуикции от х. Полагая и==-_, мы приведем урав- 


п-1 


нение (19) к линейному уравнению (п—1)-го порядка: 


471щ . 
я ден 5 уе и. _1 #=0. (20) 


Если У, У...) У, суть р интегралов данного уравнения, то уравне- 


ух, ... , ор, и следовательно, урав- 
1 1 
нение (20) имеет р — 1 интегралов: 


а №) а “ (2). 

Чх\у./}*"°, у, 
Эти р— 1 интегралов лииейно независимы; в противном случае суще: 
ствовало бы соотношение вида: 


од 
Сдх 5.) + --- Нах 5} =0, 


где С.,..., С, постоянные, не равные все нулю, и, интегрируя, мы 
получили бы соотношение того же вида С 2»... Е СьУр- С; у, =0, 
где С, — новое постоянное. Если р`>1, то ‘применяя’ тот же прием 
к уравнению (20), мы придем к новому линейному уравнению (п — 2)-го 
порядка, и т. д. Следовательно, интегрирование однородного линейного 
‘уравнения, у которого известны р независимых частных интегралов, 
приведится к интегрированию.однородного линейного уравнения порядка 
п —р'и к квадратурам. 


ние (19) имеет р — 1 интегралов 


5 402. 1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА. ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 115 


Если р==п — 1, то. последнее уравнение само интегрируется в квад- 
дратурах. . 

Точно так же, если известны р таких интегралов У}, У,, -..,. Ур 
уравнения с правой частью, что р —1 функций 


Уз —У,, ...з Ур— У: 


линейно` независимы, то, сделав подстановку у=у -2, мы придем 
к уравнению без правой чабти, имеющему р.— 1 интегралов у, —у:,..., 
`у,—5У1. Следовательно, это уравнение можно привести к линейному 
уравнению (и — р-|-- 1)-го порядка без правой части. | 
Рассмотрим, например, линейное уравнение второго порядка 
| у. у 
- В(у) = — — =0; 1). 
= Р-Я +9 (21) 
пусть будет у; частный интеграл этого уравнения. Полагая у == 12, 
‚ получим: | 
ау 42 ау. Фу 42: 24 42 у, 


= 


ах Уах ах’ аа аа ах ах’ ах * 


Вставляя предыдущие выражения в уравнение (21) и замечая, что 
коэфициент при г равен нулю, будем иметь: 


@2 45: ) == — 
и (2 ах 1 р ах — 0. (22) 


Полагал “:. = и, мы представим это уравиение в виде 
аи ау, ах , 
+ ( р Е РУ: ро: 
интегрируя, имеем: 
об и-- | рах 2 108 у. ?== Шов С, 
№ . 


ИЛИ х 5 


Выполнив еще квадратуру, найдем 2, а следовательно и у; Мы видим, 
что уравнение (21) имеет интеграл у,, определяемый формулою 


и (| —” _ 9 


отличный от интеграла у;. Следовательно, если известен частный 


8* 
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интеграл однородного линейного уравнения второго порядка, то мы 
получим общий интеграл двумя квадратурами *. 

Это свойство сближает линейиое уравнение второго порядка с урав- 
нением Риккати (5 368). И действительно, между этими двумя видами 
диференциальных уравнений существует тесная связь. Приме:яя к одно- 
родному уравнению (21) прием понижения порядка ($ 380, 39), именно, 


зах . 
полагая у —е ‚ мы придем к уравнению Рикатти: 


2-22 -- р2г-{-9=0. (24) 
Обратно, если дано какое нибудь уравнение Риккати 
и аи? | 6и с =0, (25) 
где а, $, с— функции от х(а=20), то, полагая и=- ‚ мы приведем 
его к виду (24), именно: 
| г? -- (^— =) 2 ас = 0. 
Отсюда следует, что общий интеграл уравнения (25) есть 
и Суут - Су 
а С1У1-Е СзУ,' 
где у; и у, — два независимых интеграла линейного уравнения: 


а' 


У+(,- < У асу ==0; 


а 


(26) 


формула (26) солержит в действительности только одно произвольное 


постоянное, именно с ‚ и притом это постоянное входит в нее в первой 
1 
степени **, 


* Из этих формул можно вывести простое доказательство одной важной теоремы Штурма. 
Предположим, ч.о коэфициенты ри 4 в промежутке (а. 5) суть действительные иейпр рывные 
функции действнгельного переменно о х; пусть булут х, н.д, два последовательных нуля частного 
инте рала у (х). заключ:юшеся в промежугке (а, 6). Если уз (х) есть другой частный интеграл, 
отличный от у, (х}, то из формулы для ий имеем: 


х 
Час [74 
ах\ у) 2 м 


отсюда видио, что отиошеиие 2 изменяется постоянно в одиом иаправлении, когда ‘х возрастает 


от м, до хи. Но это отношение 6 обращается в бесконечность при х=М и х=лх!; следовательно, оно 
или постоянно возрастает от — 06 до -- 00 Или постоянно убывает от -- 00 до — 00. Следова- 
тельн уравне! ие у, (х)=0 имеет в промежутке (ху м)` корень, и притом только один. 

** На первый взгл-д кажется, что нужно выполнить квадратуру, чгобы из ‘общего интеграла 
уравнения Риккати (24) вывести общий интеграл линейного уравнения (21). На самрм деле это не 


так или, точнее, эта квадратура приводится к вычислению интеграла | рах. Вообще, пусть будет. 


2=$(х, С) общий ннтеграл дифереициального уравнения первого порядка м ух, 2); из соотио- 
шения 95 


В = (х, 
эх 7 (х, $) 

ди ференцируя его по постояин.му С, имеем: 
99 „9/9 


9сдх ат дс’ 
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ПРИМЕР. Полином Х„ Лежандра (т. [, $ 86) удовлетворяет диференциаль- 
ному уравнению: 


аи ужо (27) 


чтобы это доказать, достаточно заметить, что, полагая п = (х? — 1)", имеем соот 


ношение (х2—1) и ==2пхи, и, взяв от обеих частей произволные (и + !)-го 
п 


апи ` 
порядка, получим уравнение, которое после замены в нем Яя Ч@Рез у будет тож- 


дественно с уравнением (27). Чтобы иметь второй частный интеграл уравнения 
(27), применим общую формулу (23); здесь р равно 
2х 1. 
х— т 
и мы получим: 


ах 
= [—. 
У ао 


На первый взгляд кажется, что для вычисления этого интеграла необходимо 
зиать й коргей а, а, ..., а, полинома Х„; но на самом деле это не так. В са- 
мом деле, выделяя простые дроби, происходящие от корней +1 и — 1 знамена- 


теля, имеем: . 
| | О Ц +28, 
8—0 2х хи 2” 


п 


где Р, есть многочлен степени 2п — 2, представляющий частное от деления 1-х 
на х2— 1. Следовательно, мы получим: 


1 Р 
= х (Ртах 
и= р нее (5 + «|554 


Последний интеграл есть рациональная функция, так как если бы он содер- 
жал логарифмический член вида Гор (х — а;), то точка а; была бы особою точкою 


следовательно, 
9% . дс 
где, разумеется, в обоих частях должио взять одноЗи то же зиачение для постоянного"С.Приме-! 


. ияя эту формулу к уравнеиию Риккати (24), заключаем, что если «= (х, С) есть, ‚обший интеграл 
этого уравнения, то 


2 ва + рая ле (5*)-5. 


Отсюда иаходим для интеграла уравнеиия (21): 
1 1 
2ах —- | рах —— 
у=е 7 же 2 Г ` ( 39 ) 2 


Если 24, 24, 2. суть три интеграла уравнений (24), то, определяя 2 из уравнения 


_ - 2 
2-5, 2,24, 


2—2 23—29 


$ 368) и выполиив вычисления, находим, что общий иитеграл линейного уравнения (211 нмеет вид 


р 
уже Е [рах. С1 (2 — 24) + С, (23 -- 21) . 
Уса, — 24) (21 — 2 @. - 24 
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для интеграла уз; но интегралы‘ уравнения (27) не могут иметь других особых 
точек, кроме х=-=1 ($ 399). Поэтому этот интеграл можно вычислить при 


помощи элементарных действий (т. 1, $ 97); так как он должен иметь вид у! ‚ где 


. . п 
О„_: есть многочлен не выше (п —1)-й степени, то, например, можно ‘опреде- 
лить коэфициенты этого многочлена из условия 


91 Х,— 91-Х, =Ри. 


Найдя многочлен О„_, мы получим общий интеграл уравнения (27) в виде; 
1 х-1 | 
у= Си + С. [<.- +5» Го (=1) . 


403. Аиалогии с алгебраическими уравнениями. Все предыдущие свой- 
ства устанавливают очевидную аналогию между теорией линейных диференциаль- - 
ных уравнений и теорией алгебраических‘ уравнений. Эта аналогия видна в очень 
многих вопросах. Покажем, например, как можно распространить на линейные 
уравнения теорию общего наибольшего делителя. Пусть будет, вообще, 


ап-Ау 


ат а 
Е=щ ты + Чиа + -** На ае+ аву 


символический многочлен, где @%, аь..., а, суть данные функции от х; если ау 
не равно нулю, то для краткости мы будем говорить, что Р(у) есть многочлен 
п-го порядка. Если С (у) есть символический многочлен порядка р такого же 
характера, то ясно, что @ [Р(у)| есть также символический многочлен порядка 
п-+-р такого же характера. Пусть булет 
ат ат-\ Г: 
= т + -.. + еи-- т 

другой многочлен порядка т (т == п). Тогла можно найти такой третий много- 
член @(у) порядка п— т, чтобы многочлен Р (у) @[Ё, (у)] был не выше 
порядка т — 1 (многочлен нулевого порядка имеет вид ау,где а есть функция. 
от х). В самом деле, положим 


апт ап-т-у 


-й 
ба + +: Нм ту. 
К пу 20 
оэфициент при Яя В С [Е, (5)] равен 6%», и если мы положим №=;, то 
` 9 


ап-т у 
)—№ Яя [Е. (5) будет не выше (п — 1)-го порядка; пусть будет 
ат-1у 
ах-1 


разность Е(у 


, 


В а 
а: коэфициент при в этой разности. Если мы положим м=-- ‚ то раз- 
(1 


ность 
у ап-т ап-т- 
(У ди 4 — Мата 0] 


будет не выше (п — 2)-го порядка. Продолжая те же’ действия, мы видим, . что 
можно последовательно определить коэфициенты №, \,..., \и_ш таким образом, 
чтобы имело место тождество вида 


Е(у) — @ [Е (у = Е (У), (28) 


где Рз(у) не выше (т — 1)-го порядка, причем эта операция вполне аналогична 
делению двух алгебраических многочленов. : 
Положим теперь, что требуется определить `обшие интегралы двух линейных 


уравиений. 
Р(у)==0. РВгу =0; (29). 
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из тождества (28) слелует, что эти интегралы тождественны с общими интегра-. 
лами уравнений Р\ (у)=0, Е» (у) =0. Если Рь(у) не равно тождественно нулю, 
то можно выполнить ту же операцию с Ё, (у) и Ез(у) и т. д. до тех пор, пока 
‘мы не придем к двум таким последовательным многочленам ЁР»_:(у) и Рь(У), 
что Рь (у: = @,-[Рь (у). Этот последний многочлеи Р,(у) аналогичен алге- 
браическому общему наибольшему пелителю: все общие интегралы обоих урав- 
нений (29) удовлетворяют линейному уравнению Еь(у), и обратно. Если сим- 
волический многочлен Р» (у) — нулевого порялка, то оба уравнения не имеют 
никакого другого общего интеграла, кроме очевидного решения у = 0 

Если в соотношении (28) Ро (у) тождественно равно нулю, то в систему инте- 
гралов уравнения Р(у)==0 входят все интегралы уравнения ГР, (у` =0; обратно, 
чтобы все интегралы уравнения А\ (у) =0 были интегралами уравнения Р(у)==0, 
необходимо, чтобы Ро (у) было тождественно равно нулю, так как лннейное урав- 
нение не выше (т — 1)-го порядка не может иметь своими интегралами все инте- 
гралы линейного уравнения т-го порядка. Следовательно, в этом случае мы 
имеем тождественно: 

Ро) =6 (0). 


Полагая Р;(у)=2, мы приведем интегрирование уравнения Р(у)=0 к 
последовательному интегрированию двух линейных уравнений порядков (й — т) 
и т: 

Ц (2) =0, В; (у)=2, 


из которых только второе имеет правую часть. 

Из этого замечания можио вывести другое решение одной разобранной выше 
задачи. Предположим, что нам известны р независимых интегралов У; ` уз, .-., 
Ур (р< п) уравнения 2(у)=0. Мы можем составить линейное уравнение 
порядка р, имеющее своими интегралами эги р интегралов ($ 400); пусть будет 
Ра (у) =0 это уравнение р-го порядка. Мы имеем тождественно Р(у) == @ [ЕЁ (у), 
и, проинтегрировав уравнение С (2) =0 порядка и— р, мы найдем интегралы 
уравнения Р\ (у) =2 посредством одних квадратур, так как общий интеграл 
уравнения РА) (у) ==0 нам уже известен. Мы получаем таким образом такое же 
понижение порядка задачи, как и в первом методе ($ 402), но предложенный 
здесь прием более симметричен. . 

Аппелль, Лагерр (Гаоцеме), Альфан, Пикар и за ними многие другие распро- 
странили на линейные уравнения теорйю симметрических функций корней, тео- 
рию инвариантов и глубокие. теории Галуа (Саю!5) о @руппе данного алгебраи- 
ческого уравнения. Теория инвариантов основывается на том почти очевидном 
замечании, что однородное линейное уравнение переходит в уравнение того же 
вида при всяком преобразовании 


х=/(И, У= 29 (0, 


где функции 7 (В) и $ (2) — произвольны, #— новое независимое переменное, и 
;— новая неизвестная функция. Этнм преобразованием иногда можно воспользо- 
ваться, чтобы упростить данное уравнение. Если, например, требуется обратить 
в нуль коэфициент при производной (п — 1)-го порядка, то оказывается, что для 


1 


этого достаточно положить у==2е =) пах сохраняя при этом прежнее пере- 
менное х. Так как мы располагаем двумя произвольными функциями Хи ф, то 
можно было бы думать, что этим можно воспользоваться, чтобы обратить в нуль 
два коэфициента; но это приведение, возможное в теории, большею ‚частью не 
упрощает решения. Например, всегда можно выбрать функции Хи $ таким обра- 
зом, чтобы привести любое линейное уравнение второго порядка к виду 2” ==0, 
но действительное определение этих функций представляет такие же трудности, 
как и самая задача интегрирования данного уравнения. . , 

404. Сопряженное . уравнение. Лагранж распространил следующим обра- 
зом на линейные уравнения теорию интегрирующего множителя. Пусть. будет (у) 
линейная функция от у и его производных 


Е (у) = ву? + уй-9 +... 41-1 у’ Наву, 
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где а» а, .-.@,—- какие-нибудь функции от х, и у’, у",..., У”) обозначают, 
после ‹овательные производные от у. Определим функцию 2 от х таким образом, . 
чтобы произведение 2Ё(у) было производвою по х от некоторой другой функ-- 
ции, линейной относительно у и его производных до (п — 1)-го порядка. Приме-- 
ня к каждому члену произведения 2Е(у) общую формулу интегрирования по 
настям (т. 1, $ 84), получим: 


а а 41-1 (а) 
а а ап-2 (а, 
На [о-в — (ау И | + (30) 
.+ 


+5 [@.-1 25] + УС (2), 


где 
д, 47 (902) _: 47-1 (а12) а (2—7) . 
ОСТ аи ин + Таию В 


Обозначим через Ф (у, 2) билинейное выражение относительно уих и иж 
производных, стоящее в правой части выражения (30); тогда мы можем предста: 
вить соотношение (30) в сокращенном виде: 


2) — 568 = Ш 2 (82) 


Таким образом при всех возможных видах функций у и 2 бином 2ЁЕ(у)— 
— У (2) есть производная от Ф (у, 2). Если мы примем за = интеграл уравнения, 
Ц (2) =0, то произведение 2Ё (у) представится как производная от выражения, 
такого`же вида, линейного относительно у, у',..., ум-1), и. следовательно, урав- 
нение Р(у) =0 будет равносильно линейному уравнению (п -- Т)-го порядка 


Ф(, д=С, (33) 


которое получим, заменив в 4 неопределенную функцию 2 выбранным нами 
интегралом уравнения С (2) ==0. Уравнение @ (2) =0 есть также линейное урав- 
нение й-го порядка; оно называется сопряженным уравнением к уравнению 
Е(у) =0, а символический многочлен @(2) — сопряженным многочленом 
к многочлену Р(у). 

Таким образом мы видим, что если известен один интеграл сопряженного 
уравнения, то интегрирование данного уравнения приводится к интегрированию 
линейного уравнения (и — 1)-го порядка с произвольным постоянным в правой 
части. Если известны р независимых интегралов 2. 2...., 2р сопряженного 
угавнения, то всякий интеграл данного уравнения удовлетворяет р соотношениям 


вида 
Ф (у, 24) — С, Ф (5, 2) =Съ..., Ф (у, 2р) — С (34) 


где Си, Сь ..., С» — постоянные. Из этих р уравнений можно исключить про- 
изводные у”-1), у(и-9,..., ум-р+!); мы придем к линейному уравнению. 
(п — р)-го поряджа с правой частью, зависящей от р произвольных постоянных 

% С»... Ср. В частности, если р=и, т.е. если известен обший интеграл 
сопряженного уравнения, то можно решить п ‘уравнений (34) относительно. 
У У,.-., \п-4, и мы будем иметь общий интеграл данного уравнения совсем, 
без квадратур. и. 

Между интегралами обоих уравнений Р (у) =0, С (2) =0 существуют замеча-. 
тельные соотношения, которых мы не будем здесь выводить *. Покажем только, 
что между этими обоими уравнениями существует взаимность, т. е. если @ (2) 
есть сопряженный многочлен к ЕР(у), обратно, то Ё(у) есть сопряженный мно- 
гочлен к @{2). В самом деле, пусть будет 2Р,(7) —сопряженный многочлен 


* См. Дарбу, ТЬбопе Чез зи Часез, г. П, кн. ГУ, гд. У. См. также ажнение 17 в к 
пой ты , С: т © упр: конце 
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к @ (2); мы имеем между Р, (у) и С (2)' соотношение того же вида, как соотно- 
шение (32): 


Убе 28, д. 9 (825) 
складывая соотношеняе (32) и (32615), получим 
2 — во = Фо, + ФН, 2), 


Если бы Р(у) — Ра О») не было равно нулю, то произведение д [Р (у) — А] 
было бы производною от функции, содержащей неопрелеленную функцию & и 
некоторые из его производных; но производная от функции, содержащей 2, 
2,..., 2Ф), всегда содержит по крайней мере одну производную от 2, именно 
2(р+%. Следовательно, предыдущее соотношение возможно только в том случае, 
если Р\ (у) тождественно с Е(у). 


Н. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ ВИДЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ. 


405. Уравнения с постоянными коэфициеитами. Линейные уравнения 
с постоянными коэфициентамм были проинтегрированы Эйлером. Рас- 
смотрим сначала уравнение без правой части: 


РУ ую... Ра, зу ау, (35) 


где а, @.,..., @, — какие-нибудь постоянные. Из общей теории ($ 399) 
следует, что все интегралы этого уравнения совсем не имеют особых 
точек на конечном расстоянии: это — целые функции от х. Пусть будет 


х х? хт 
Ув + И О ИЛ Уи БЫ (36) 


разложение в ряд одного из этих интегралов; ряды, представляющие 
последовательные производные от у, имеют аналогичный вид. Заменяя 
в левой части уравнения (35) переменное у и его производные их раз- 
ложениями в ряды и приравнивая нулю коэфициент при какой-нибудь 
степени переменного х, например при лР, мы получим следующее соот- 
ношение между п--1 последовательными коэфициентами: 


би+р - р - або ... + @ 1 Ср+т - @,с,— 0; (37) 


полггая в этой формуле последовательно р==0, 1, 2,..., мы последо- 
вательно выразим коэфициенты с„, с„_1,... через и первых коэфициен- 
ТОВ С, 61, -.-» С,_1» Которые можно. взять произвольно. Полученный’ 
таким образом ряд (36) — сходящийся во всей плоскости и представляет 
интеграл, равный с, при х==0, причем его и — 1 первых последователь- 
ных производных принимают при х=—=0О соответственно значения 
С.С, .--» С,„_1. Покажем, что этот интеграл выражается через показатель- 
ные функции и многочлены *. . 

Соотношение (37) есть рекуррентная формула с постоянными коэфи- 
циентами, связывающая и--1 последовательных коэфициентов с. 
Нетрудно найти частные ‘решения этого соотношения. В самом деле, 
рассмотрим алгебраическое уравнение 


(= ат бт а, -- „ага, = 0; (38) 


—_—_—_ 
* См. статью О рика (Дине) в МоцуеНез Апца!ез 4е Матётайчиез (1894, стр. 44), 
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для краткости мы будем называть это уравнение характеристическим 
‘уравнением, а Х(г) — характеристическим многочленом. Если г есть 
корень этого уравнения, то ясно, что полагая с„==7”, мы удовлетворим 
соотношению (37), каково бы ни было значение целого числа р. Под- 
ставляя значения для с„ В формулу (36), мы получим. е"*; таким обра- 
зом мы видим, что ©” есть частный интеграл уравнения (35), если г 
есть корень характеристического уравн ния }(г) =0. Этот результат . 
нетрудно проверить непосредственно, так как, заменяя в левой части 
уравнения (35) у через е”*, мы найдем, что в результате подстановки 
получится е”^/ (7). 
Если уравнение (38) имеет и различных корней #1, 7.,..., г то 
мы имеем п частных интегралов ея, 6%, ..., ©”"*, и следовательно, 


получим интеграл: : 
у— Се Сене ... + Се", (39) 


выражение которого содержит п произвольных постоянных 
С, С,.... С, 


Формула (39) представляет общий ннтеграл уравнения (35), так как 
определитель АД {е”*, е’з*,..., е’а”) можно представить в виде: 


2 —! 
| 71 7, °-. п” й 
о Ро а Го 
А —= ет... {т/х 2:2 2 , 


О о 

а известно, что определитель, стоящий в правой части последнего 
равенства есть, с точностью до знака, произведение разностей п—7ь 
следовательно, здесь А не равно нулю. 

Прежде чем перейти к тому случаю, когда характеристическое урав- 
нение имеет кратные корни, докажем сначала одну лемму. Сделаем 
в уравнении (35). подстановку у == е“*2, где а— некоторое постоянное, 
а г2— новое неизвестное. По формуле Лейбница имеем: 


у’ — ем м + 2’), 


их - Ре (40) 
(Р) — 1 аР- 2 (р) 
у е (= ар РП пазы... 29), 


Подставляя эти значения для`у, У’, у”,... в левую часть уравнения’ 
(35) и вынося 2“ множителем, получим: 


Е(езхг) = ез*0 (2), 


где С(2) есть линейное выражение относительно 2, 2',..., 2 с 
постояннымы коэфициентами. Чтобы вычислить коэфициенты выражения 
С (2), заметим, что если мы заменим в Р(у) указатели производных 
показателями, причем у`заменим через у? =1, то полученный результат 
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будет тождественен с /(у). Сделав те же преобразования с функциею 2, 
мы можем представить формулы (40) символически в виде 


УР —= е“* (&- г)Р; 
следовательно, в том же символическом обозначении С (г) представится 
в виде /(а-- 2). Заменяя теперь, обратно, показатели при г через ука- 


затели производной, мы найдем, что новое уравнение относительно г 
будет иметь вид: | 


Реонеч[ дада --5 Г <) =” 


(а) 


и... 52 |. (41) 


Нусть будет г корень кратности р характеристического уравнения. 
Заменяя в уравнении (41) количество а этим корнем .”, мы найдем, что 
коэфициенты при 2, 2',..., 2Р-№ в этом уравнении равны нулю, и 
мы получим интеграл, взяв для 2 функцию, у которой производная 
р-го порядка равна нулю, т. е. произвольный многочлен (р— 1)-й 
степени. Следовательно, если г ееть корень кратности р характери- 
стического уравнения, тосэтому корню соответствуют р различных 
частных интегралов линейного уравнения (35), именно е"*, хе"* тн 
ХР-Тех, 

Рассмотрим Ё различных корней т;, 7› .’.., 7» уравнения /(г)==0; 
пусть будут №, |.,.-.., |, соответственные порядки их кратности 
(Хи, = п). Пользуясь этими корнями, можно составить й частных инте- 
гралов линейного уравнения. Эти п. интегралов независимы, так как 
всякое линейное соотношение с постоянными коэфициеитами между 
Этими п интегралами было бы вида 


ея ф, (х) | ея у, (х) +... Непыф, (х) =0, 


где $, $...-, Фь обозначают многочлены; но’ таков соотношение 
невозможно, если числа ^., г,..., ’, различны. Мы не предполагаем, 
что в это соотношение входят непременно все А функций е”:*, езх, ...,егьх, 
если бы некоторые из многочленов ф,(х), ф.(х),..., $,(х) были 
равны нулю, это значило бы, что соответствующие функции в соотно 
шение не входят. Положим, что ф.(х) не равно нулю; разделив преды- 
дущее соотношение на е”*, получим: 


ку ам д... тоя, 0, 
После первого диференцирования будем иметь: 
осо ат [ед -Н и, п) 9... =0. 


В этом новом соотношении многочлен ф,(х) степени и, заменился 
многочленом ф, (х) степени п, — 1; степень многочлена, имеющего мно- 
жителем е@-—")х, попрежнему равна и; то же самое имеел место по 
отношению к остальным многочленам. Следовательно, после (п --1)- 
кратного диференцирования мы получим соотношение того же вида, кар 
и то, из которого мы исходили, но имеющее одним членом менее 


ея, (хм ф, (х)--... Ре ф, (х) =0, 
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где &—1 чисел 5, =7, — И, 53 =7: — 7, ..., 5,57, -—^и, Различны, _ 
и $, $.,..., Ф,— многочлены степеней соответственно й,, пз,..., И,. 

Продолжая те же действия мы, наконец, пришли бы к соотношению 
вида еп (х)==0, где п(х) есть многочлен, не равный тождественно 
нулю; но, очевидно, что такое равенство невозможио, Т. е. п предыду- 
щих интегралов независимы между собою. Следовательно, общий инте- 
грал линейного уравнения (35) представится формулою; 


` уе“ Ры—1 2" В, ... + е”Рыль (42) 


гле Р‚—1,..., Ри — многочлены с произвольными коэфициентами, 
степени которых равны их указателям. 

Если характеристическое уравнение имеет мнимые корни, то общий 
ивтеграл (42) ‘содержит мнимые символы, но эти мнимые символы можно 
усгранить, если в диференциальном уравнении коэфициенты а, а,,...,а„ 
действительны. В самом деле, в этом случае если уравнение /(х) =0 
иъеет корень @ -- 8 кратности р, то оно имеет также корень а— В 
той же кратности. Сумма двух членов формулы (42), соответствующих 
этим двум корням, может быть представлена в виде: 


епх [(с0$ Вх + т Вх) Ф (х) -{ (со$ Вх — Е зтвх)Т (х)], 


гре Ф(х) и Ш (х) суть многочлены степени р-— 1 с произвольными коэ- 
финиентамя, или в равносильном виде: 


ех [со8 8х Ф, (х} -- зт Вх: (х)], 


де Ф,(х) и 4, (х) — также произвольные многочлены (р—1)-й 
степени. 


Примечание. Чтобы выразить общий интеграл уравнерия (35) через показательные функ 
ции, нужно сначала, как мы видели, решить уравнение ] (7)=0. Если это уравнение неоазрешимо 
то при помощи рекуррентного соотношения (37) всегда можно вычислить последовательно любое 
ч,сло коэфнциентов нелого ряда, представляющего иитеграл, соответствующий данным начальным 


у повиям. 
Можно заранее узнать, сколько ‘коэфициентов следует вычислить, чтобы иметь значение 


вн еграла с определенною гочностью. Пусть будут А наибольшее из чисел 1, | 24|, ..., | @в| и В 
на «большее из чисел | с. |, |1 с1 |, --.. |Си—ч!. Подставляя в уравнение (35) вместо у его разложе- 
нуз (36), нетрудно послейовательно убедиться для р=0, 1, 2,.-. что. Сир. < В (Ап)Г+\. Сле- 
девательно, модуль суммы отброшенных членов ряда (35), представляющего интеграл, начиная 
с алена с х"ТР, меньше суммы ряда 


[ (АТР +р {А+ тт р+и ] 
О.А "Г. @ЕРЕО* ^** 
где р=[ х|[, и следовательно, меньше, чем 

В (Ап)’+17+Р Апр 

—ЫШ——_—_—_е . 

1.2... Яр) 

Перейлем теперь к рассмотрению линейного уравнения с постояннымн 
коэфициентами и с правою частью ф(х). Если ф(х) есть многочлен 7-й 
степени 5х" -- В, х”т-|-..., то можно не прибегать к общим методам 
и найти частный интеграл непосредственно. В самом деле, если коэфи-. 
пчент а, при у в. уравнении . 

у 4" ту ау 
—_—_ „^^ — т - „т-1 
ет Е 1 дриа с + ** Н @,-1 ах 4,7 = вх + ё:х +... 
не равен нулю, то можно найти такой другой многочлен 1-й степени 


Ух) = вх" Нах” -.,., 
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чтобы, вставив его вместо у в левую часть нредыдущего уравнения, мы 
получили результат, тождественный с ф'х). Вее его т-- 1 коэфициен- 


тов с, С1, С,,.-.›, и определятся последовательно из соотношений: 


а. =» ас -|- Та, 160 =, 
ас, + (т— Пас, + тт — Па. =,..., 


где а, по ‘предположению, отлично от нуля. Этот способ вычисления 
неприменим, если а,==0. Для большей общности предположим, что 
низший порядок производных, стоящих. в.левой части, равен р. Прнняв 
р 

за вспомогательное неизвестное г=1%,, мы преобразуем данное урав- 
нение в линейное уравнение (п — р)-го порядка, в котором коэфициент 
при = не равен нулю. По предыдущему, это уравнение относительно 2 
имеет частным интегралом многочлен 71-й степени: следовательно, урав- 
нение относительно у имеет частным интегралом многочлен степени. 
т--р. Мы.определнм и в‘этом случае коэфициенты этого многочлена‘ 
прямою подстановкою, но заметим, что коэфициенты при хР-1, 
ХР-*,..., х и постоянный член — произвольны. 

Если правая часть ф(х) имеет вид е“Р(хь где @ — постоянное, а 
Р(х) обозначает многочлен, то мы приведем этот случай к предыду- 
щему, положив у == е*“2; мы получим по формуле (41): 


‘а а" 
1.2... п алх® + 
"- 1) (а) 7-1 


та и— аж Е...) = а) 2==Р (а). (43) 


Как мы видели выше, это уравнение имеет частным интегралом мно- 
гочлен, степень которого можно определить непосредственно; следова- 
тельно, уравнение относительно у имеет частный интеграл вида е“*()(х), 
где О(х,—также многочлен. Предположим, в частностн, что Р(х) 
приводится к постоянному С. Если а не есть корень характеристиче- 


ского уравнения, то уравнение (43) имеет частный интеграл = а) 
“ 
уравнение относительно у имеет частный интеграл ——. Если а есть 


та 5 
корень кратности р характеристического уравнения, то мы удовлетворим 
уравнению (43), положив 


ДР) ОЕ .2...Р.С, 
ИЛИ 
— СхР * 
Ара)’ 
следовательно, уравнение относительно у имеет частный интеграл 
СхРех 
ИРУ са) 


| оеловенно найти частный интеграл всякий раз, когда правая часть 


. Отсюда на основании общего замечания ‚5 401), можно непо- 
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есть сумма произведений показательных функций на многочлены. В част- 
ностн, это имеет место, если правая. часть будет вида созах Р(х) или 
зпахР(х), так как достаточно выразить созах и зтах "через ем и 
е-ам, чтобы притти к разобранному случаю. Если вид частного инте- 
грала найден из предыдущих соображений, то нет необходимости для 
вычисления входящих в него коэфициентов проходить через все указан- 
ные преобразования; часто бывает выгоднее подставить непосредственно 
в левую часть данного уравнения полученное выражение и приравиять 
между собою соответствующие члены. 


Пример. Найдем общий интеграл уравнения: 


4 . 

ва — — чех + фезх -|- сзшлх -- 20$ 2х, (44) 

где а, 6, с, & — постоянные. Характеристическое уравнение *— | ==0 имеет про- 

`стые корни: + 1, —1, -- & —, следовательно, общий интеграл уравнения без пра- 
вой части равен: 

° уУ=Сиех + Сае-х - С со х- С, зшлх. (45) 


Найдем теперь частный интеграл каждого из четырех уравнений, котогые 
получим, взяв последовательно для правого члена выражения аех, 6е%х, сушх, 
#с0$2х. Так как единица есть простой корень уравнения }(7) =74 — 1 ==0, то 

ь ахех _ ахех 

первое из этих уравнений имеет частный иитеграл = ; так как 2 не 
входит в состав корней уравнения / (г) —=0, то второе уравнение имеет частный 
интеграл 

р2%* __ фезх 

#2) 15° 
й , 2! — е-ж ^ 
В третьем уравнении Р (у) =сзшх мы можем заменить зв х через -— 


2 


и искать частный ивтеграл каждого из уравнений 
В=-: ем, Ву=Ь— = г-9 
2 2 


но так как --? и. —{ суть простые корни уравиения Х(’)=0, то мы заранее 
знаем, что эти уравнения имеют соответственно частиыё интегралы 'Мхех, Мхе-л1. 
Сумма этих обоих интегралов имеет вид: х(тсозх-- пзпх), и мы можем опре- 
делить коэфициенты т, п, вставив предыдущее выражение в Р(у) и выразив, 
что результат тождествен с сезшх; мы видим, что в этом методе мы можем 
`ие пользоваться символом # Таким образом мы найдем, что должно взять 


& 


„т <, п—0, Точно так же вайдем частный интеграл ЧЕ с0з2х последнего 
уравнения Р(у)=2 с0з 2х. Прибавляя все эти частные интегралы к правой части 
формулы (45), мы получим общий интеграл уравнения (44). 
. 406. Метод Даламбера. Для интегрирования линейных уравнений с 
постоянными коэфициентамн и, в частности, для тех случаев, когда харак- 
теристическое уравнение имеет кратные корни, было предложено очень 
много методов. Один из наиболее интересных, применимый ко многим другим 
вопросам того же рода, состоит в том, что мы рассматриваем линейное 
уравнение, у которого Х(г) =0 имеет кратные корни, как предел линей- 
ного уравнения, у которого все корни уравнекия /(7) = 0 различны. 
Вообще, пусть будет 
4“у 4—1у ау 
РО =ат ата Н.Н 4-1 1 а,у=0 (46) 


$ 46 — |. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ ВИЛЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 12 


линейное уравнение, где коэфициенты а), а,,..., а, суть функции 
от х, зависящие сверх того от некоторых переменных параметров 
а, а,,..., а, Предположим, что существует функция /(х, г), обла- 
дающая следующим свойством: при 4 значениях количества г, зависящих 
от параметров а, @.,..., а, и, вообще, различных между собою, функ- 
ция /(х, г) от х есть интеграл уравнения (46). Пусть будет 7;, 7), .--,› Ту. 
эти 4 значений количества г, так что. функций 


Ах, п), Л(х, 7), ...’ 1 (х, та) 


представляют собою 4 различных частных интегралов уравнения (46), 
когда параметры @\, а,,..., @, имеют произвольные значения. Если при 
некоторых частных зиачениях этих параметров 4’ значений 7}, 7.,..., 7. 
не будут все различны, то число известных интегралов уменьшится. 
Предположим, например, что г, сделается равно г; если г, отлично 
от г,, то уравненне имеет два интеграла, /(х, г‚), Л(х, 7,), и следова- 


тельно, выражение 
1%, Го) — Л (х, Г) 
т — 7 


есть также иитеграл. Но ё@сли г, стремится к г;, то предылущее выраже- 
ние имеет пределом производную [7/(х, 7)],. Если 7, также сделается 
равным г, то, предполагая сначала й близким ^ к х., мы возьмем интеграл 


1 (х, 7) —ЛИх, г.) — —/,) ) [№ (х, Э], 
и .. 


1 
при приближении г; к г; этот интеграл имеет пределом 5 [1 (х, 7”). 


Это рассуждение имеет вполне общий характер; если, при некоторых 
значениях параметров а,..., а, # из корней г., г,,..., г, делаются 
равными 7., то уравнение (46) имеет Ё частных интегралов *: 


* Легко привести более строгое рассуждение. Пусть, замеияя в левой часть Р(у) лииейного 
уравнения у через {(х, г), мы получим: - 


Ра, 1 = а А и 9... иуафия, п, 


Пхи дл" 
(коэфициенты ас, а, ..., @и Не зависят от параметра г). 
“Вместе с тем, подставляя в Р(у) вместо у выражение у, мы получим: 


р) 
(+) =». 
ди? ди? 
Предположнм, что ‚для произвольных значсний параметров а, от которых зависят коэфи- 
цнеиты а:, а., ..., ав имеет место: 
Ф(х, = (7— м) (7— ",) -.. (гта) Ч (>, 


{7 7 +: › 7а различны). Если для частных значений параметров «р р из числа этих корней ста- 
нут равными 7, тогда Ф(х, г) делится на (г — п)Р, и мы имеем: 
РФ 
Ф (а, =, 8% =, .. ео, 


и следовательно, линейное уравнение допускает в этом случае следующие р ннт. гралов: 
3, и. 
р" 


Их п), — 
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3; .. 92/ #1, . 
хх, п), (#). (>=) „--. (=). 


В случае линейного уравнения с постоянными коэфициентами за пара: 
метры 4,, @,,..., @, можно взять самые коэфициенты, и функция / (х, г) 
есть ©””. Таким образом мы приходим к тем самым результатам, которые 
были нами получены выше непосредственно. 

407. Линейные уравнеиия Эйлера. Линейные уравнения‘ 


ау р _ ап-1у ау 
хп ЯН Ах” Ти Н РА, ахд- А,у=0, (47) 


те А, Д,,..., А,„— постоянные, приводятся к предыдущим заменою 


. р 1 
переменного х==е'*. В самом деле, замечая, что м (ср. $ 380), 
имеем; 
ду ау 4 Та ЧУ 1 (ФУ 4 
ах арах х 4’ а® мае @р 
аРу . 
и нетрудно постепенно убедиться, что произведение хР ЧР “ТЬ линей- 


ное выражение с постоянными коэфициентами относительно 


ду Фу = 4 
4’ ай ’’°’`тав° 


Следовательно, предыдущею заменою переменного данное уравнение’ 
обращается в уравнение с постоянными коэфициентами. 

Чтобы получить общий интеграл уравнения (47), нет необходимости 
выполнять вычисления, связаниые с этою заменою переменного. В самом 
деле, мы знаем, что преобразованное уравнение имеет интеграл вида .”; 
следовательно, первоначальное уравнение имеет несколько интегралов 
вида 2)’ —х’. Заменяя в левой части уравнения (47) У через д’, мы 
получим в результате подстановки х’/л), где | 


Пи... (ищи -НО 
| Аг(— п... в... + А _и-А,. 


Если уравнение Х(г) =0, которое играет здесь ту же роль, как харак- 
теристическое уравнение $ 405, имеет п’различных корней г\, ',,..., 7, 
то общий интеграл есть 


у= См бл... С”; 


если же г есть и-кратный корень уравнения /(7} =0, то из метода 


* Из общей теории ($ 399) следует, что интегралы уравнения (47) не могут иметь другой осо- * 
бой точки, кроме х=0. Но ей не может быть равно ну.Ю нн при кахом конезном зччачении #5 сле- 
довательно, интегралы уравнения, которое получим после замены переменкого х=ей, должны быть 
целыми фузчкциямиь ы ‚ 


$ 407—403 п. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ ВИДЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 199 


Даламбера следует, что ‘этому корню соответствует м частных инте- 
гралов: 
де-1хт 


зт — х’ (Го х)-1, 


Жо д = вх, 


Следовательно, во всех случаях общий интеграл уравнения (47) естБ 
У==х"Р_ (ох) |... -Нх”Р,, (10 Х), (43) 


где т, 7,...› Г» СУТЬ А различных корней уравнения /(г) = 0, 
и) --з, М, порядки их кратности, и Ри _1 (08-х) — многочлен в 
степени относительно Го х с произвольными постоянными коэфициентами. 

Если, мы прибавим к уравнению (47) правую часть вида: х" © (105 х), 
где © обозначает многочлен, то, как и для уравнений с постоянными 
коэфициентами, можно доказать, что полученное уравнение имеет част- 
ным интегралом выражение того же вида, как правая часть, коэфициенты 
которого можно вычислить посредством подстановки. 


408. Уравнение Лапласа. В некоторых случаях можно представить инте- 
- грапы линейного уравнения в виде опрелеленных интегралов, где ‚,езависимое ' 
переменное входит под знаком интеграла как параметр. Одно из наиболее важ- 
ных приложений этого метода принадлежит Лапласу. Рассмотрим уравнеиие ‘ 


Ешь 99 ЕЕ + 8.2) у=0 
(у) = (о В) пт Е И) ри... @и пх) у=0, (49) 
все коэфициенты которого не выше первой степени относительно х. Попытаемся 
удовлетворить этому уравнению, взяв для у выражение вида 
э=( 2егх 42, (50) 
(2) 

где 7 есть функция переменного 2х, и Г — определенный путь интегрирования, 
‚не зависящий от х. Мы имеем общую формулу: 

Ру 


г Пар еда 


{) 


заменяя в левой части уравнения (49) переменное у и его производные этими 
вы, ажениями, получим: | 
во= \ 2егиР + Ох) аз, (51) 
(2) 
Р= а” + ат! --... На, 124, 
@ = вп -- ай... На -Ь,, 


Функция, стоящая под знаком интеграла в формуле (51), будет’ производною 
по 2 ог {е2х(, если будет 


где 


49 р, или < [8 (29 = 5 . 
Из этого условия получаем: ‚ 
|5“. 
2=ч92“ (52) 


9 5. Гуров, т. Ц, ч. 3. 
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причем нижний предел 2 не должен обращать в Нуль многочлен © (2). При 
таком определении функции 2 определенный интеграл (51) равен изменению вепо- 
могательной функции 


74 
ак [75 
У= е2х 20 =е “ 


вдоль пути С. Следовател' но, чтобы получить интеграл давного линейного урав- 
нения (49), достаточно выбрать путь интегрирования Г. таким образом, чтобы эта 
функция У возвращалась к начальному значению после того как 2 опишет всю 
линию /, и чтобы при этом интеграл (50) имел значение конечное и отличное 
от нуля. . . 
Пусть будут а, 6, 6,..., / корни уравнения О (2) =0. Так как иитеграл. 


< 42 имеет вид: Ю (=) + аГоя (2 —® +... НА Гоа (2—0), то вспомогательная 
функция И имеет вид: у 


У е2х+К(2) (2 — а) (2—6)... (2 -— М, (53) 


где А (2) есть рациональная функция, знаменатель которой имеет своими‘кбрнями 
только кории а, В, с,..., / уравнения © (2) =0, каждый с кратностью на еди- 
вицу меньшею. Обозначим через %, 3, ©,... петли, описываемые переменным 2: 
вокруг точек а, В, с,... в прямом направлеиии, начиная от некоторого произ- 
вольного начала, и через \_, Зи, б_ь... те же петли, описываемые в обрат- 
ном направлении. Когда переменное 2 описывает петлю 3, функция У получает 
миожитель е?ли; когда переменнсе описывает петлю 3. ‚, функция У получает мио- 
житель 2-9; то же самое будет и для остальных петель. Отсюда слевует, что 
если переменное 2 опищет последовательно петли 9, 3, \{_„, 3_ь, то функция И 
вернется к своему начальиому значению. При этом определенный. иитеграл (50), 
взятый вдоль этого пути АВА_:В_., вообще, не равен нулю; ои дает частный 
интеграл уравнения (49). Соединяя попагно всеми возможными спосебами р 
2-1 
1.2 
на самом деле приводятся к р— 1 различным интегралам. 

Так как ‹р—1 меньше п, то мы не получим этим приемом все ий частных 
интегралов. Чтобы получить другие интегралы, найдем линии Ё, имеющие своими 
начальными и конечными точками некоторые: из особых точек а, 6, с,..., # 
и обладающие тем свойством, что функция У стремится к нулю при ‚приближе- 
нии 2 вдоль этих линий Д к их начальиым и конечным точкам. Если & есть про- 
стой корень уравнения 0 (2) =0, то, как видно из (52) и (53), функция 7 содер- 
жит множитель (2 — а)*-1, и интеграл (50) может иметь конечное значение, когда 
Один из концов линии [ находится в точке а, только в том случае, если дей- 
ствительнаяя Часть количества а положительна; в этом случае У, действительно, 
стремится к нулю вместе с |2—а|. Если же а есть т-кратный корень уравне- 


10ъек а, 6, с,..., А мы получим интегралов уравнения (49), которые 


т- 
(2 — пт-1’ 
и чтобы судить о модуле функгии ИУ в области точки 2==, достатоно иссле- 
довать модуль главной части 


ния © (2) =0, то рациональная функция А (2) содержит член вида: 


Ат— 
(2 прет ай 


Пусть будет 
2 — а= 2 (с03$ 4-1 919), Аш =А (с08ф +7315), а=а { а 
модуль главкой части равен 
ее ра о" 08 — (т— 09. 


Чтобы У стремилось к нулю вместе с |2— а|, достаточно перемещать # 
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по такой линии, чтобы угол ф касательной с действительною осью удовлетворял 
условию с0$ $ — (т — 1) $] < 0; например, можно взять 


‚ВЕСЕ 1 


т—1 


Если угол $ взят таким образом, то произведение е2х также стремится к нулю 
вместе с |2—а|. Применяя тот же прием по огношечию к остальным точкам 
$, с,..., Ь мы видим, что можно определить еще другие линии Г, замкнутые 
или разомкнутые, дающие другие частные ингегралы рассматриваемого уравнения. 
Наконец, можно также взять за пути интегрирования кривые, удаляющиеся 
в бесконечность. И в этом случае нужно искать кривую Г с такою бесконечною 
ветвью, чтобы функция У стремилась к нулю, когда точка 2 неограниченио уда- 
ляется по этой ветви. Если, например, рациональная функция А (2) равна нулю, 
т . 
и если аргумент переменного х заключается между нулем и --, то достаточно 
перемещать 2 по бесконечной ветви, асимптотической к направлению, образую- 
” са 
щему с действительною осью угол <. 
Оставляя в стороне эти общие рассуждения * рассмотрим, в частностн, урав- 
нениг. Бесселя (Веззе]) 
Фу Чу | 
х 2+1 -—— + ху=0 54 
да + 1-1 ду + ху=0, (54 
‚ ге п — данное по_лоянное. Мы имеем здесь: 


Р— (28 + 12, 9=1-+ 2, 


и стедовательно, 

га", Уежа ау", 

Следовательно, определенный интеграл й 

У= \ егх(1 + 22)" 2 42 (55) 
0 


’. 1 
есть частный интеграл уравнения (54), если функция е2х(1 +2) а принимает 
одинаковые значения в конечной и ьачальной точках пути Д. Здесь за. путь 2 
можно принять, во-первых, две петли, описываемые последовательно, одна в пря- 
мом направлении вокруг точки {- 2, другая в обратном направлении вокруг 
точки —7. Во-вторых, за путь интегрирования можно взять линию, окружающую 
одну из особых точек =? и имеющую две таких аснмптотических ветви, чтобы 
вдоль них действительиая часть произведения 2х стремилась к —00. 

‚ Мы всегда можем предположить, что действительная часть постоянного п 
положительна или равна нулю, так как, сделав подстановку у == х-2/2,. мы полу- 
чим уравнение относительно 2, которое будет отличаться от уравнения (54) только 
знаком при и. При таких значениях п можно также взять за путь интегрирова- 
ния прямую, соедин-ющую между собою тозкн --Г и —# впрочем, полученный 
таким образом интеграл тождествеи до постоянного множителя с первым инте- 
гралом. Чтобы привести этот последний интеграл к обычному виду, положим 
.—Й; мы получим: | 


2 
у= ( е1 — в)  4ь- 
или, иначе, 


у= \ с0$ хё (1 — 2 .456) 


* См. обширный мемуар Пуанкаре в „Атейесат Лоигп о} Машпетанса““, т. УП: 


9* 
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Здесь необходимо отметить тот замечательный частный случай, когда п есть 
половина нечетного числа. Есди п положительно, то интеграл (56) всегда суще- 


ствует; его даже можно представить в раскрытом виде, так как п есть целое 


положительное число. Но если линия С —замкнутая, то определенный инте- 
грал (55) всегда равен нулю, и может показаться, что в этом случае применение 
общего метода дает только один частный интеграл. Однако, напротив, в этом, 
повидимому, неблагоприятчом случае можно выразить общий инт-грал через 
элементарные функции. В самом деле, сделав преобразование, обратное выше- 
указанному, мы получим уравнение, в котором л есть половина отрицательного 


нечетного числа. Тогда п есть отрицательное целое число, и определенный 


интеграл (55), взятый вдоль какой-Нибудь замкнутой линии, есть частный инте- 
грал линейного уравнения (54). Взяв за линию’ Т круг с центром в одной нз. 


точек == 1 мы видим, что вычет функции е2х(1 2)" 2 оттосительно каждого 
из этих двух полюсов есть интеграл линейного уравнения. Но ясно, что вычет 
относительно полюса == + р есть произведение е/х на некоторый многочлен, Это 
легко видеть, если мы представим предыдущую функцию в виде 

1 


ах ех(г-й (Е 2)" 8 


и разложим ех(2-д в ряд. Точно так же вычет относительно полюса 2=— —{ есть 
произведение е-2 на многочлен Эти оба частных интеграла различны, так как 
их отиошеиие равно произведению е на рациональную функцию. Очевидно, 
что как их сумма, так и произведение их разности на { будут действительными 
интегралами (см. упражнение 8). 


Примечани 6. Линейное уравнение с постояниыми коэфициентами есть частный случай 
уравнения Лапласа, который получим, предполаг‚я, что все коэфициенты &; равны нулю. Ёсли 
св.рх того а =\, то О, а Р(2) обращается в характеристический многочлен } (2). В этом 
случае общий метод, повидимому, неприменим, так как выражение для 2 теряет смысл. Но 
нетрудно усмотреть, как здесь должно видоизменить предыдущий метод. В самом деле, из предыду- 


щего рассуждения следует, что определенный интеграл Г Пе?4г есть частиый интеграл лииейного 
(в 
уравнения, если только определенный иитеграл Г (2) е??4х, взятый вдоль того же пути [, равен 
: (2) 
нулю. Если мы возьмем за путь Г какую-нибудь замкиутую линию, то достаточно, чтобы произ- 
ведение 2/(2) было внутри этой линни голоморфною функциею от 2. Следовательно, если Н (2) 
обозначаег какую-нибудь функцию от 2, голоморфную в области Ю® плоскосги, то определениый 
интеграл 
п (2) 
у= \ — — 22242 
\ 7 (2) , 
(Г) 


взятый вдоль какой-иибудь замкиутой линии Г, лежащей в этой области, есть частный интеграл 
линейного урдвнеиия с постоянными коэфициентами. Мы видим, как этот результат, принадлежа- 
щий Коши, связан с методом Лапласа. 

Нетрудно получить этнм методом, в виде проверки, уже известиые частные интегралы. Пусть 
будет а корень кратностн р характеристнческог. уравнення /(2)=0. Возьмем за путь интегрнро- 
вания круг с центром в точке @, не содержащий другнх корней уравнения /(г)=0; пусть будет 
П (2) функция, голоморфная в этом круге. Легко видеть, что вычет функции 


П (2) П (2)е22 
71(2  (а—аРл(2) 
равен коэфицненту при #Р— в разложении по степеням количества й произведения 
ет\ 
п (а ее. 
Пусть будет . лая 
па) 
д =А-фАЯЙ+... АР... 
| лет» о + А, + + А, .# + ; 
коэфнцниенты До, А,,..., Ар, -.. произвольны, так как фуикция П (2) есть произвольная функ- 


ция, голоморфная в области точки а. Следовательно, искомый вычет равен; 
ХР хр 
ат [да И ЗИ 
[ 9 2. ЕО КА е=5+ + 4+ |, 


т. е. мы получили произведение показательной функции е“7 ‘на произвольный миогочлея (р — 1)-й 
степени, в согласии с уже известным результатом. . 
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Ш, ПРАВИЛЬНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. УРАВНЕ’ИЯ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 
КОЭФИЦИЕНГАМИ. 


Вообще, за исключением изложенных выше весьма элементарных случаев, 
нельзя узнать по одному виду линейного уравнения, будет ли его общий инте- 
грал выражаться через алгебраические или элеменгарные трансцендентные функ- 
‘ции. Поэтому необходи. о обратиться к изучеиию свойств этих интегралов непо- 
средственно из самого ура нения, вместо того, чтобы пытаться нх выразить 
(более или менее наула У) комзинациями конечного числа известных функций. 
Мы уже знаем (гл. ХМ), что характер особых точек анзлитической функции есть 
существенный элемент, позволяющий в некоторых случаях вполне характеризовать 
эти функции Но для ннтегралов линейно: о уравнения особые точки известны 
нам заранее ($ 397); покажем, как можно в одном обширном и весьма важном 
частном случае вполне изучить ичтегралы в области особой точки. 

. 403. Подстановка интегралов вокруг крьтической точки. Пусть будет а 
изолирозанная особая точка некоторых из коэфициентов р, р» ..., Ри линейного 
уравнения 


4” 4" | а 
Ри Ат + Е Ра-1 авы; (57) 


мы предположим, что эги коэфици нты однозначны в области этой особой точки. 
Пусть `будет С «руг с центром в точке а, внутри которого коэфициенты 4, ра, ..., Ри 
не имеют других особых точек, кроме чочки 4, и ху — точка, лежашья внутри 
круга С вблизи точки а Все интегралы уравн:ния (57) голоморфны в области 
точки Ху; рассмо рим п частных интегралов у., Уз ..., У» образующих фундамен- 
тальную систему. Еслн перемеиное х описывает в прямом направлении круг 
с цен ром в точке а, проходящий через 1очку ху то мы можем проследить за 
аналитическим продолжением ‘интег алов вдоль этого пути и ве] нем я в точ- 
ку х, с п функциями У, У,..., Г», которые будут также интегралами урав- 
нени» (57), причем У); обоз ‚ачает функцию, в которую обратится функция у, по- 
сле об.ода пер: меиного х в прямом направлении по кругу вокруг точки 4. Так 
как У, У,..., У, суть интегралы уравнения (57), то должно быть 


У, = ау: -- авуо Е --- - ЧУ», 
У—ану: | ау: |... | @туУ» (53) 


У, — али У - алзуе -- › +. Е @ллУл, 

где коэфициенты а. — постоянные, зависящие бт выбразной фуйцаментальной 
системы. Нетрудно получить значение определителя О, составлеццого из этих п 
коэфициентов. В самом деле, мы имеем ($ 400) 


х 
— [рах 
. А (ул, У, -.., Ул) = Се % ; 
если х описывает в прямом направлении окружность 1 -с центром в точкс а, 
то у; изменяется в У, и следовател: но, должно сыть;: 
_ [ра 


А(У, Ув ..., У)ЕЕА(Уь Уь +. ., УШе 1 


Но частное двух определителей Вронского равно Д ($ 400); таким образом мы 
получим 2 = е-=К, где Ю обозначает вычет функции р; относительно точки а. 
Следовательно, опфеделитель О никогда не равен нулю. 

Так как коэфициенты формул (58) зависят от выбранной фундаментальной 
системы, то естественно искать такую частную систему интегралов, чтобы фор- 
мулы. (53)принимали для этой систе. ы наиболее. простой вид. Найдем сначала 
такой частный интеграл ий = цу: + № уз + -..-- му чтобы после обхода векруг 
точки а этот интеграл возвращался к свсему начальному значению с некоторым 
постоянным множите ем Для это о лозжно бы ь О==5и, где 0 есть значение 
функции и пос е обхода, и 5 — постоянный множитель, или 


Х(ануя + ав ..- + ау) +... 
- (алан - альуз 4. + + @длуд) — 5 ау у о. + Уд) == 
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Такое соотношение между п интегралами; образующими фундаментальную . 
систему, может существовать только в том случае, если оно обращается в то- 
ждество, т. е. если коэфициенты при У, у»..., Уи Отдельно равны нулю. Сле- 
довательно, п -{-1 неопределенных коэфициентов \, №»..., А» 5$ Должны удо- 
влетворять п УСловиям: 

(ан — 5) + ая +... Нат =0, = | 

аз + (ав — $)... + ма==0, 
+ ая "ЧН .-. НА (ал — 9 =0. | 
Но все коэфициенты \,, }»,..., и не могут быть равны нулю, так как в про- 


тивном случае мы имели бы тождественно и=—=0; отсюда видно, что $ должно 
быть корнем уравнения л-Йй степени 


(59) 


м@т 


а: —95 аа ... @м 
Р($)=| 4 9—5... @ю |0; (60) 
ал бл ... ат 5 


для краткости мы назовем это уравнение характеристическим уравнением; по 
сделанному выше замечанию это уравнение не может иметь корня 5 =0, так как 
в этом случае определитель О из п? коэфициентов а, был бы ‘равен нулю. . 
Обратно, пусть будет $ корень уравнения ( 0); из соотношений (59) мы найдем 
для. коэфициентов \; значения, не равные все нулю, и после обхода переменного 
вокруг точки а интеграл и= му, + №у + ...-- у, получит миожитель 5. 
Предположим сначала, что характеристнческое уравнение имеет п различных кор- 
ней 54, 5»...,.5и. Тогда мы получим п таких частных интегралов #4, из, ... Ин 
которые после обхода в прямом направлении вокруг точки д обращаются в 


И=яиь Оз= зи» ..., Оля ии, (6) 


где (; обозначает значенне интеграла и; после обхода. Эти п интегралов обра- 
зуют фундаментальную систему. В самом деле, предположим, что существ) ет 


соотношение вида: 
Си Са... + Си, =0, (62) 


гле постоянные коэфициенты С, С.,..., С» не равны одновременно нулю. После 

одного, двух,..., (п—1) обходов мы получили бы соотношения того же вида: 
Суб + Сяы. СН... + Сибиии ==0, 
Ся + Обзйь  -... 4 Сия? ==0, (63) 
Сият- ци -+ Собой що | «.. | Сил” Чи == 0. 

Но линейные соотношения (62) н (63) могут нметь место только в том случае. 

если Сша -=0,..., Си, = 0, так как соответствующий определитель 

В (1, 5» 53%, ..., 5171) 

отличен от нуля. : ` 

Нетрудно составит аналитическую функпию, которая после обхода вокруг 


точки а приобретала бы постоянньй множитель 5$, отличный от нуля. В самом 
деле, функция (х — а)” или е’1оЕ (*-@) после такого обхода получает множитель 


ей", и если мы определим г из условия 75108 5, то эта функция (х — а)’, 


действительно, получит множитель 5 после обхода вокруг точки а. Всякая дру- 
гая функция и, обладающая тем же свойством, будет иметь вид (х — ау (х — а), 
где функция $(х— а) однозначна в области точки а, так как произведение 
и(х— а)-г возвращается к своему начальному значению после обхода вокруг 
точки а. Следовательно, интеграл и’ имеет вид: у 


и, = (х— ах — а), 
1 . 
ле = Гор (54), и функция фх однозначна в области точки а. Так как в круге С, 
описанном из @ радиусом №, коэфициенты рь..., р» голоморфны всюду, кроме 
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точки а, то в этом круге интеграл и, не может иметь никакой другой особой 
точки, кроме точки 4. Следовательно, то же должно иметь место и для функ: 
ции ф„(х -- а), и точка а есть для этой функции или обыкновенная точка, или. 
изолированная особая точка. Можно не рассматривать того случая, когда точка а 
есть полюс функции $» В самом деле, если бы точка а была полюсом т-го по- 
рядка, то так как показатель х, определен до целого числа, мы могли бы предста- 
вить и; в виде: 
их — ад" (хата), 


и произведение (х — а)”, (х — а) было бы голоморфно при х = а. Еслн точка а 
не есть существенно особая точка для 9,(х— а), то интеграл и’ называется 
правильным при х=а. В этом случае можно предположить, что прн х=а 
функния 9, (х — @) имеет конечное значение, отличное от нуля. 

` 410. И следование общего случая. Остается исследовать тот случай, когда 
характеристическое уравнение имеет’ кратные корни. Мы покажем, что всегда 
есть п интегралов, образующих фундаментальную систему и распадающихся 
иа несколько таких групп, имеющих то свойство, что если уь у,..., У, 0603- 
начают р интегралов одной и той же группы, то после обхода в прямом’ напра- 
влении вокруг точки а мы будем иметь: 


У, = 5Уь У = 5 (у + уз), -.., У (рн + Ур). | (64) 


При этом различные значения количества 5$ суть корни характеристического 
уравнеиия, и одному и тому же корню могут соответствовать несколько различ- 
ных гругп. В случае, разобранном выше, мы видели, что, когда эти п корней 
различны, каждая группа состоит только из одного интеграла. 
` В сушноести, залача сводится к доказательству того, что заменяя у, у» .-., Уп 
соответственным образом выбранными их линейными комбинациями, мы можем 
привести линейную подстановку, определямую формулами (58), к указанному 
выше каноническому виду (64). Предположим, что теорема доказана для случая 
(п —1) переменных, и покажем, что она`верна и для п переменных. 

Из теорем, доказанных в предыдущем параграфе, мы знаем, что всегда можно 
найтн такой частный интеграл и, чтобы было = ви. Заменяя один из интегра- 
лов, например у, этим интегралом и, мы приведем формулы (58) к виду: ‘ 


И= ва, 
Уи бу +... лу» (65) 
УЕ -Е База +. 4 Вилл. 

Если в п—1 последних формулах мы отбросим члены фэи,..., 6 и, то эти фор- 


мулы определяют линейную подстановку для п—1 переменных уз У»... ,› У. 
Определитель 0’ этой подстаиовки с п —1 элементами не равен иулю, так как 
определитель Р линейной подстановки с п переменными, равный О’, должен быть 
отличен от нуля. Допустив, что теорема верна для п — 1 переменных, предполо- 
жим, чго эта вспомогательная подстановка приведена к каноническому виду, . 
т.е. мы нашли такие п— 1 различных линейных комбинаций 2, 2... 2-1 
переменных у;, Уь..., у», что формулы, определяющне линейную подстановку 


У, = Вау -- ... Ви Уп ((=2, 3, ...у п) 
обратились в несколько групп формул вида 
| = 52, 2.==5(2, 4 23), ..., Яр (2р-1 + 2р). 

Очевидно, что достаточно прибавить к правым частям прелыдущих формул 
члены, содержащие и, чтобы получить результат такого же преобразования, при- 
мененного к формулам (65). Другими словами, мы можем найти п — 1 интегралов, 
образующих вместе с интегралом и фундаментальную систему и распадающихся 


на несколько такнх групп, что для интегралов 24, 2,..., 2) ОДНОЙ н той же 
группы будет : от 


= $2 + Ки, 2= (21 + 25) Ка, -., Вр (2-1 + 22) + Крь (66) 
где Кр Крь..., Ку -— постоянные. Прежде всего постараемся ` уменьшить, 
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насколько возможно, ‘число коэфициентов, входящих в эти формулы. Для этого 


положим , 
и = Ми из Е М... , Ира, + Ари, (66’) 


где \, №...,Ар суть р постоянных коэфициентов. Нетрудно убедиться, что для 
этих новых инте гралов мы нмеем: . 


= зщ + [К + («— Эм. | (67) 
зи в) НК в —9,- [и (> 1. | 


Если в—5 не равно нулю, то можно выбрать )., №, ..., \р таким образом, чтобы 
коэфициенты при ий в правых частях предыдущих формул были равны нулю, 
и мы будем иметь для новых интегралов из 


Оу ==, Оз 8 (ил + 1), .-., Ор==5 (ира Нир). 


Таким образом подстановка, которая после обхода вокруг точки а переводит 
групау интегралов и; в группу интегралов {/, имеет канонический вид. Если же 
в—= 5, ТО, Так как 5 не может быть равно нулю, мы можем выбрать \№; №, ,..,Ар-1 
таким образом, чтобы коэфнциенты при и в выражениях для 0», Оз, --.,› Ор обра- 
тились в нуль, и мы призем к тем же выражениям для (/,...,0,. Но может 
случиться, что будет ве одна, а нескольке различных групп переменных 2, которым 
соответствует преобразование канонического вида с одним и тем же значением 
5 = в. Предположим для определенности, что есть две таких группы, содержащих 
соответственно р и 4 перемеиных. Выполнив в обеих группах преобрезования 
вида (66’), мы найдем, что подстановки, соответствующие этим обеим группам, 
будут нметь вид: 


Ои=ош-НКш, Из=5 (+), ..., Ор 5 (и + ир-1),. (1) 

О ==’ + Кри, Из’ = (ш и,..., | Оф =5 (“. + ч._). (п) 

Если К; =К, =0, то мы имеем три группы интегралов: | ° 
(и), (пь шь ..-, Ир), (ш’, из, +++, йа, 

каждой из которых соответствует подстановка канонического вида; Предположим, 


что р=4. Если К: не равно нулю, то, полагая 2:= ии мы заменим 


К 

вторую группу интегралов группою 4 интегралов 0, когорым соответствует 
й 

подстановка канонического вида, полагая затем щи, мы получим 


(р-+ 1) интегралов ш, и,..., и» образующих также одну группу, которым 
соответствует подстановка каноиического вида. Если же К! =0 и К; отлично от 
Ки . 
нуля, то, полагая и’ = < ‚ мы будем иметь две группы интегралов (и, из ..., ир), 
(о, Ш, ++. ил), которым соответствует подстановка канонического вида. Таким 

образом теорема имеет вполне общий характер *. 

411. Аналитический вид интегралов. Нам остается найти такие аналитиче- 
ские выражения для интегралов одной н той же группы, при которых был бы 
виден закон их перестановки при обходе переменного вокруг точки а. Пусть 
будет у, уь..., У, группа интегралов, которым соответствует перестановка (64). 
Положим м; == (х — 2, где г равно трой 5$; тогда р функциям 24, 25,..., 2р 
-должна соответствовать подстановка канонического вида: 


2—2 8224 Н 2 ++. , бр ар + 2). 


Следовательно, функция 2, есть некоторая функция $, (х- а), однозначная 


* За всем, что касается приложения теории элементерных делителей Вейерштрасса к 
яииейным диференциальным уравнениям, можно обратнться к мемуару Соважа (Заиуаяе), Аппе; 
ав ГЕсов Могиище зирёгтеиге, 1891, стр. 285). . 
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в области точки 4. Что касается функции 2», то из предыдущих равенств мы 
получим. 


72 — 2 +1; 
21 21 ' 
следовательно, разность 
2 1 
2 — — Гор (х — а) 


д 2 


есть некоторая однозначиая функцчя $; (х— а), и мы имеем: 


= Гов (х — а) (хх — а) (5 — а), 


где 43 (х — 4) есть также однозначная функция. Вообще, положим 


1 . 
{= 77 Гор (х— а); 


‚если пергменное х описывает в прямом направлении петлю вокруг точки а, то 
значение количества # возрастает на ‘единицу, и 2, 2.,..., 2» рассматриваемые 
как функции от &, должны удовлетворять соотношениям: 


(Е =А (0, 2 (Е-- )=2(@) +2), ..., } (63) 
2 =2р (0 + 2,-1@. 


Чтобы найти самое общее решение уравнений (68), заметим, что этим соот- 
ношениям можно ‘\довлетворить, полагая 2, ==1, 2.= и выбирая для 2, (#) 
соответствующий многочлен степени $—1 относительно Е, все коэфициенты кото- 
рого мы можем определить последовательно о ин за другим. Мы упростим вычи- 
сление, заметив, что фоотношение . 

ЕП — 20 =2-.@ @23) 
удовлетворястся при #==0, 1, 2,..,, {—3, если мы возьмем за 2,(1) многочлен 
вида: КА (Е — 1)... (Е —2-- 2). Так как при этом обе части последнего равенства 
будут многочленами (7— 2)-й степени относительно & то, чтобы это равенство 


удовлетворялось тожлественно, достаточно, чтобы оно уловлетворялось еще при 
каком-нибудь одном значении Ё, например при Ё={— 2. Огсюда получаем усло- 


вие ({— 1) К; = К;-1 или Ку == т Таким образом мы получим частиое реще- 


ние уравнений (68), положив 


=, оо ЬтЕтЙ (=2, 3,..., р). 


Чтобы иметь’ общее решение, обозначим через ф„(#) какие-нибудь функции, 
удовлетворяющие условию $, (#-- 1) =, (2). Из первого соотношения. (68) сле- 
дует, что 2, (#) есть функция именно такого вида; обозначим ее через $, (5. Вто- 
рое. из соотношений (68) показывает, что разность 25 (#) — 6. (#) 2, (6) не изменяется 
при переходе от Ё к Ё+- 1; следовательно, 25 (#) должно иметь вид: 


23 () =, (1) + 650. 


Продолжая последовательно то же рассуждение, положим, что мы доказал 
ч10 2,-,(Р) имеет вид: : 


2ь—1(6) = $. + 0... + 0, (К=З,4,...,д. 
Из общего соотяошения 2; (#-- 1) — 2; (1) =2;_1(В) слезует, что разность 
2к (В — 9-1) — 64-0 —...— 1 (0 
не изменяется при изменении # на #--1; следовательно, функция 2,(7) должна 


иметь вид; 
25 (0—9 + в. КОН... + би 0. 


138 ГЛАВА ХХ. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ $-41\—417 


Таким образом общее решение уравнений (68) представляется. фор- 


мулами: 
21 (Е) = $1 (1), 
25 (#) = быт (2) - 2 (В, 
23 (В) =8:$ (0 + 9, © %0), 


(69) 


20 (= в... 00-1 (1) + р (6, 


где функции $1, фо, ..., Фр Не изменяются ппи изменении Е на #-|- 1. 
'Возвратимся теперь к перемеиному х и обозначим через 9; [од х — а\] много- 
член относительно Гор (х — а), котогый получим, заменяя в 0,(Ё) переменное # 


1 
через 5; Тор (х — а). Мы видим, что р интегралов 4, уз, ... , У, рассматриваемой 
группы, которые изменяются по формулам (64) после обхода переменного в пря- 
мом направлении вокруг зочки а, представятся аналигическими выражениями 


следующего вида: 


у. ==(х — а)"Ф, (х — а), 
уз = (х— а)" { 9[ов(х — а)]Ф (х - а) + Ф.(— а}}, (70) 


ух — а @,Мов (2 - аа 0, ов а, 


где Ф, (х— а). Ф.(х—а),..., Фи — а) суть функции, однозначные в облэсти 
точ‹и а. ° 

Заметим, что все интегралы этой группы можно вывести из последнего у,, 
который, будучи расположеи по степеням Гор (х — а), принимает вид. 


Ур=(х — а] (#—@ + 
ны — 918 «ба +... рф: х— а) {105 (х— 4) }Р-1], 


где Фо, фь.... Фра СУТЬ функции, однозначные в области точки а, из которых 
последняя ф_ : отлична от нуля. Из соотношений (64) имеем: 


У _ 


Ур = 5 


Ур 

Следовательно, у„_: есть произведечие (х— аг на многочлеи (р—2)-й сте- 

пени относительно [р (х — а, коэфициенты которого суть функции от х, 
однозначные в области точки 4; точно также из у,-, мы выведем у,» 
ит. д, 
Если точк: а не есть существенно особая точка ни для одной из функций 
Ф, Фь,..., Фь то все интегралы рассматриваемой группы (70 называются пра- 
вильчыми при х=а. На основаиии сделанного выше замечания ($ 409, мы 
можем тогда предположить, что зсе эти функции Ф;(х — а) голоморфны при х=а4; 
для этого нужно будет только, может быть, заменить показатель г неко‹орым 
другим меньшим первоначального на целое число. . 

412. Теорема Фукса. Определение чисел 51,5...» 5, ИЛИ, что то же, 
соответствующих показателей 7, г.,..., 7», Вообще — задача’ очень  труд- 
ная. Но если. все интегралы 'ра`сматриваемого уравнения — правильные в области 
точки а 10 можно получить эти показатели г, алгебраическими вычислениями. 
Это следует из следующей важной теоремы, данной Фуксом (Еисйз}: Чтобы 
‘уравнение (57) имело п независимых интегралов, правильных в области точ- 
кл4 а, необходимо и достаточно, чтобы в этом уравнении козфициент р; при 


ап , . 
т имел вид 'х —-а -Р.(х— а`, где функция Р/х — а) голоморфна в обла- 
сти точки а. | 

Если Р/0) не равио нулю, то точка а есть полюс порядка : коэфипиента р. 
Но, если Р,'0} =0, то точкля а есть полюс порядка низшего, чем & может даже 
случиться, Что для некоторых из коэфициентов р; точка в есь обыкновенная 
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точка. Предызущие условия можно еще вырёзить сле ующим образом: Линейное 
‘уравнение должно имгть вид ` 


ап а"-1 . 
(фаил ‘х— ал-Р ‘х) т ... | р 
...На— ар, к Р, (0, | 


где Р.,Рь,..., Ри суть функции голоморфные в области точки а 

Мы дадим доказательство только для случая уравнения второго порядка и 
предположим для простоты обозначений, что а =0. В этом частном случае первая 
часть теоремы Фукса может быть изложена следующим образом: Всякое уравне- 
ние второго порядка, кото"ое имеет два различных правильных интеграла 
в области начала координат, имеет вид | 


ху" + хР (ху + 9 Ху=0, (72 


где Р(х и О(х) голоморфны в этой:области. 
Если соответствующее уравнение относительно $ ‹60) имеет два различных 
корня $, 5» то уравнение (72) имеет два правильных интеграла вида: 


У Ха "Хь Уз Хо фа 'Х), (1) 


где показатели 7! и т, различны, а функции $. (х, ф.’х голоморфны и неравны 
нулю при х=0. Далее, если уравнение относительно $ имеет двойной корень 
и в выражение ‘общего интеграла не входит логарифмический член, то оба част- 
ных интеграла попрежнему имеют предыдущий вид (Г, где разность  — 
равна целому числу. При этом мы всегда можем предположить, что эта раз- 
ность не равна нулю, так как если бы мы имели г, ==, то мы могли бы заме- 
нить уз выражением у, (0) у — фз (0) у, которое делится на х„,**. Наконец, если 
выражение интеграла в области начала координат созержит логарифмический член, 
то мы можем взять фундаментальную систему. вида: 


УИ Х, уз хи: Хх) Тов х, + ых), .. (Г) 


. где $: (х) — голоморфная функция, неравная нулю при х=0, а $, (х` — функция 


однозначная в сбласти начала коорлинат, которая может нметь полюсом точку 
х==0. Задача приводится к доказательству того, что всякое уравнение, имеющее 
в области начала координат два различных нитеграла вила (1) или вида (П), при- 
надлежит к типу уравнений Фукса. Непосредственная поверка не представляет 
никаких трудностей, но мы можем еще упростить вычисление следующим обра- 
зом. Если мы положим у= х/ф: хуи, то линейное уравнение относительно и, 
представляющее результат этого преобразования, имеет общий интеграл одного 
из видов; 
и= С, - Сьхж(х), и= С. ++ СзШов'х) + = ху, 


где функция п(х) голоморфна при х=0 или имеет эту точку полюсом. Произ- 
водная и’ имеет вид; 
и! = С" (х), 


где Х(х есть голоморфная функция, неравная нулю’ при х==0. Следовательно, 
линейное уравнение для и будет вида: 


и оно, действительно, содержится в типе уравнений Фукса. Но нетрудно убе- 
диться, что тип уравнения сохраняется после преобразования вида у = х * $1 (х) и; 
следовательно, первая часть предложения доказана. 

Чтобы доказать обратное предложение, подставим в левую часть уравнения 72) 


`вместо у разложение вида: . 


Беаяй 4 окт 4. сия" 4. Ибо; (73) 
Ро=щ-+ их -+..., 9 =. вх +... 


пусть будут. 
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разложения функций Ри О. После подстановки коэфициент при х” равен: 
[7“(и—П + 207 + В] с. 


Так как, по предположению, первый коэфициент 6% не равен нулю, то за г 
должно взять корень уравнения вгорой степени: 


В (7) = (#— 1+ 4+ &=0. (74) 


Взяв для г корень уравнения (74), мы можем выбрать с‹ произвольно; поло- 
жим, например, с. =1. Точно так же, после подстановки найдем, что коэфициент 
при х’+2 равен 


со(г + рр Пер] Р=сб гр +Е 


где К есть многочлен с целыми коэфициентами относительно 60, 61, ..., Ср-а, 
Я, @,-.-, Ч» В .,..., 6». Полагая р=1,2,3,..., мы можем вычислить 
послезовательно коэфициенты С1, Со, ..., 6» если только О (г + р) не равно нулю 
при ка-ом нибуль значении целого положительного числа р, т. е. если в урав- 
нении (74) второй кор-нь 7’ не разнится от первого корня х на целое положи- 
тельное число Устраняя пока из рассмотрения этот случай, мы получим частный 
интеграл, представляемый рядом вида .75), сходимость которого будет доказана 
ниже. Если уравнение ›,.(7=0, имеет лва различных корня Г. №’, разность кото- 
рых ие равна целому числу, то, пользуясь предыдущим методом, мы получим 
два различных интеграла, и общий иатеграл представится в области начала 
координат формулою: , 

У= Са (х) + С’ ф х), 75) 


где о(х и ф(х, — голоморфные функции, не обращающиеся в нуль при х==0. 

П: едыдущие рассуждения не применимы в том случае, когда или оба корня: 
уравнения (/4) равны между собою, или их разность равна целому числу. Пусть 
будут гиг— р эти два корня, причем р есть целое положительное число или 
нуль. Мы попрежнему можем найти один интеграл вила у, = х’ф'х), где ф х)— 
голоморфная функция, не обращающаяея в нуль при х=0. Второй интеграл 
определится общею формулою (23 , которая здесь обращается в 


ах ах — (+ ифахч...) ах 
хе | еее * . 


Сумма 9г— р двух корней уравнения (74) равна 1 — @%; следовательно, мы 
имсем 4% ==р--1- 2, и потому 


, 05) 


где $ х) есть функция, правильная в области начала координат и не равная нулю 
при х =0. Таким образом второй интеграл уз имеет вид: 


о. То ах 
У =’ (х) ур ' 


где Г(х) — голоморфная функция, отдичная от нуля при х=0 
Пусть будет А коэфициент при х? в Т(х); легко видеть, что интеграл у» 
имеет вид 


У= х'® (Хх) [^ Ех] = "72 (х) + Ах’® (х) Тов х, 


где $ (х) обозначает новую функцию, голоморфную в области начала координат. 
Этот результат вполне согласен с общею теориею. В частном случае А может 
быть равно нулю; тогда общий интеграл не содержит логарифма в области начала 
координат. Следует, однако, заметить, что последнее обстолтельство никогда 
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не имеет места, если р=0, [так как Т(0) не равно нулю], т. е. если уравнение 
(74) имеет двойной корень *. `` , 

Чтобы закончить доказательстио, остается показать, что ряд (73), где г корень 
уравнения (74), — сходящийся, еслн другой корень г’ не больше корня г на 
пелоз число. Для простоты изложения можио предположить, Что г==0, и второй 
корень м уравнения (74) не равен целому положительному числу; в самом 
деле, полагая у= 2, где и — произ"ольное число, мы найдем, что уравнение, 
ан логичное 2 (7) =0, составленное для линейного уравнения относительно 2, . 
имеет своими корнями кории уравнення (74), уменьшенные на м. Мы предполо- 
жим, что мы предварительно выполнили предыдущее преобразовани`, так что 
угавнеиие (74) имеет один корень г=0, а второй его корень ие равен пелому 
положительному числу. В этом случае 8 должно быть гавно нулю; изменив 
иесколько обозначения и разделив все члены уравиения (72) на х‚, мы представим 
его в следующем виде: 


ху" + ву = ху (и + ах +...) у вх +...); (76) 


здесь коэфициенты а;, 8, а,... уже имеют не те значения, какие они имели 
ныше. Остается показать, что, если 1 — а, Не есть целое положительное число, 
то уравнение (76) имеет интеграл, голоморфный н обласги начала координат и 
ие обрашающийся в вцуль при х==0. Пробуя удовлетворить формально этому 
уравнению рядом вида: 


Ух -... + ил" +..., (77) 
мы получим для определения коэфициентов, рекуррентную формулу вила- 


псп (п—1- а) = РР, (а а» ..., бы бы. ь, бл ба бъььь би), } (78) 
"=Ь2,...), 


где Р„ есть многочлен, все коэфициенты которого суть действительные положи- 
тельные числа. По предположению, коэфициент л —1- а, не обращается в нуль 
ни при каком иелом и позожительном значении числа п; следовательно, прини- 
мая во внимание, что при неограниченном возрастанин числа п отношение 
п 1+4 

п! й 
чтобы при всех целых н положительных значениях числа п было |п—1-|- 
+4а|>ил-+1). С другой стороны, заменим в правой часги уравнения (76) 
коэфициеиты при ХУ и у усиливающими функциями и рассмотрим вспомога- 
тельиое ураннение: 


стремится к единице, мы можем найти такое положительиое число | 


(ху 2У') =хУ (А. + Ах...) + У(В, + Вх +...). (79) 
Пробуя удовлетворить этому новому уравнению рядом вида: 
У=1+ Сх +... Сих"-+..., | (80) 


мы придем к соотношениям, аналогичным соотношениям (78): 
пб, (п 1) ==Р.(Аь Ан .-., Ви, Въ... , Сь.--, Си). (81) 
Сравнинаи формулы, определяющие значения коэфициентов сли С„, 
Р,(Аь Аь.... С.) 
ава ' 


__ Ри (ав аэ...., ь.. 5... була 6и-4) 


ппу а) ‚ (= 


бп 


* Прёдположим, что в уравнении (72) функции Р(х) и 9@(х) суть четные функции от х, н 
разность корней уравнення Д (7) = 0 сесть целое нечетное число 2п-| 1; в этом случае логариф- 
мический член в интеграле у. всегда нсчезает. В самом деле, если мы возьмем за независимое 
перемениое & = 9, то уравненяне (72) превратится в уравнение того же вида: 


де НРУ) +9 (Ибу=о, 2) 


и, к`к легко убедиться, корни уравнения, аналогичного уравнению Ш () = 0, будут здесь равны 
пол винам корней прежиего уравнения Д (г) = 0. Так как нх разность не есть цетое число, то 
отсюда следует, что общий интеграл уравнения (72!) не содержит логарифмического члена в области 
начала координат. Следовательно, то же имеет место и для уравнения (72). 
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’ мы видим, что из условий А; >| а;|, В,2|8:|, п— 1+ %| > ь(п-Н |) псселе- 
довательно вытекает: 


11| < Сь |621 < бь +, [61| < Ст 


следовательио, достаточно доказать, что вспомогательный ряд (80) — сходящийся, 
или, что то же, — показать, что уравнение (79) имеет интсграл, голоморфный 
в области начала координат и не обращающийся в нуль при х—=0. Если мы 
возьмем для обеих усиливающих функций выражение вида: 


М 


, 


1—^ 


|. 
то вспомогательное уравиение (79) обратится в 
ху -2у._ М 1 


ХИ в’ 
р 
отсюда после первого иитегрирования получим: 
_ м 
и 


и затем 


х, _ 
нс] (1-7) ах + С". 


Остается только положить здесь С'=0, С—1, чтобы иметь интеграл, голоморф- 
НЫЙ В обдасти Начала координат и не обращьющийся в нуль при х=0. 

Общий случай. Доказательство теоремы Фукса в общем случае можно 
провести, исходя из тех же основаиий и показав, что, если теорема верна лля 
уравнения (п — 1)-го порязка, то она верна также и для уравнения л-го порядка. 

Если уравнение (71) имеет п частных интегралон, распадающихся на несколько 
групп нида (70), то оно имеет по крайней мере один иитеграл вида (х — @)7 (х — а), 
где $ (х— а) есть функция, голоморфная в области точки а и не равная иулю 
прн х—=а. Выполнив подстановку у= (х — а) % (х— а) и, мы придем к. линей- 
иному уравнению относительно и, имеющему Частный интеграл и—=1; следо- 
ровательно, производиая и’ удовлетворяет одиородиому линейному уравиению 
(п — 1)-го поряака. Допустив, чго теорема Фукса верна для линейного уравнения 
(л—1)-го порядка, мы должны заключить, что это уравнение о'носительно и’ 
входит в тип уравиений Фукса (71}; очевидно, то же имеет место и для уравне- 
иия относительно и, а следовательио, и для уравиения относительно у. 

Обратио, рассмотрим уравиение вида (71), где а=0. Мы форм‘льно удо- 
влетворим этому уравнеиню рядсм внда: 


г г у 
у=бх Нах О... (6520), 
где г есть такой корень осно ного определяющего уравнения 


В (и —г(7—1... (п -+ } , (82) 
4+ Р, (0) (7—1... (7— 1-2) +...+Р, (0) =0 


что ни одна из разностей между остальными корнями уравнения (82) и этим 
корнем ие равна целому положительному числу. Как и в случае п —= 2, можно 
убедиться, что для доказательства сходимости ряда съх” + ди... достаточно 
показать, что’ линейное равнение вида 
. п— 
нете 
я 1— х ах” 
г 


и-) 
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имеет интеграл, голоморфный в области начата координат и не обращающийся 
в нуль при х=0. Последнее уравнение дает: 


ап} Ц: х _ М 

и" и=с(1-=) . 

Отсюда, пользуясь приемом $ 379 и $ 401, иахо им частиый интеграл: 
х 


1 ° п? .Ё 
Уи дя <—в (1 5) а, 


удовлетворяющий требуемому условию. Если уравнение ($2) имеет й различных 
корней г; 74,..., Га таких, что ни одна из разностей г;——г, не равиа цепому 
числу, то общий интеграл линейного уравнения (71) имеет вид: 


у = Сьхти(х) + Си) + .--+ Сити), 


где функции 91, 9,..., Фи голоморфны в области точки х==0. Если же между 
корнями уравиения (82) есть равные, или, вообще, такне, что некоторые из раз- 
ностей г, —г, равны целым числам, то эти кории распадаются на несколько групп, 
причем разность двух каких-иибуль корней одной и той же группы есть целое 
число, тогда как разность двух корней различных групп ие равна целому числу. 
Пусть будет г наибольший из корией одной из этих групп; мы только что 
видели, чго уравнение (71) имеег частный интеграл вида х7ф (х), где $ (х) есть 
фуикция, голоморфная в области иачала координат и отличная ог нуля при х =0. 
Полагая у = х7ф (х) и, затем мт, мы прндем к линейному дифергекциальному 
уравнению (п — 1)-го порядка относительно ©, которое также нходит в тип урав- 
нений Фукса. Допуская, что теорема вериа для уравнения (п — 1)-го порядка, 
мы видим, что ‘это уравнеиие относительно о имеет п — 1: различных частных 
ин:егралов вида 


ох (+) 0х +. ..+ 9 (2) 10 2)1, 
где $, Фь..-, Фа функции, голоморфвые при’ х=0. Если & не есть целое 
число, то нетрудно доказать рядом интегрирований по частям, что | сах есть 


выражение того же вида, что и 9. Еслн же а есть целое число, то | оах содержиг 


еще логарифмический член 
С (Гор х)9+1, 


где С— постоянный коэфициент. Следовательно, теорема Фукса вёриа также для 
уравнения п-го порядка *. | 
413. Уравнение Гаусса. Применим этот общий метод к уравнению Гаусса: 


х(1 — х)у" + п — @ рожу — 4у=0, (83) 


где ,8, 1 — постояиные, \Эсобые точки иа конечном расстоянии суть х=0и 
х=—=1. Определяющее уравнение для точки х=0 есть г(’-+т— 1) =0; оно 
имеет два корня 7—0, г=1— 4. Если 1 не равно ни иулю, ни целому отрица- 
тельному числу, то из предыдущей теории следует, что уравнение ичеет иите- 
грал, голоморфиый в области начала координат. Чтобы определить этот интеграл, 
подставим в уравнеиие ряд: | 


У=е фах +... сим" +... 


и приранняем нулю коэфициент при х”-!. Мы позучим рекуррентное соотноше- 
ние между двумя последовательными коэфициентами: 


пут И =@+п— 15-1; 


* Относительно дальнейших подробностей см. мемуары Фукса в Сгейе’5 Лоиги нлн диссер- 
тацию Ж. Таннери (3. Таппегу). Аппёез 4 ГЕсйе Могтице, 2-я серия, т, [М, 1 75. 
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отсюда имеем для гояоморфзого интеграла ряд: 


—_ а.В а(а-|- 1). (8+1) 
Вано © 


хаеу 


этот ряд называется гипергеометрическим, легко видеть, что он — сходящийся 
в круге Г», описанном из начала кооодинат радиусом, равным единице. чтобы 


иметь в'орой интеграл, сделаем преобразование у=х 12; мы придем к урав- 
нению того же вида: | 
х(1—х) г +. [2 —1— @+1+3— 2) м2 — } (84) 
—(@-+1—18+1—92=0, 
которое отличается от предыдущего только тем. что а, }, у заменены соответ- 
ственно через а +- 1—1, 8+ 1—1, 2 —. Следовательно, если 2 — т не есть ни нуль, 
ни целое отрицательное число, то уравиение (83) имеет второй интеграл 
ха + 1— т +1 2—1, х), 


и если 1 не есть целое число, то общий интеграл представится в круге Гу фор- 


мулою: я 
у= С.Р (а, В т, х+Сх ЕР (а-+ 1—1, + 1— 2—1, ^). (85) 


Если же 1 есть целое число, то разность двух корней опоеделяющего урав- 
нения равна или нулю, или целому числу, и интеграл содержит, вообше, лога- 
рифмический член в области начала координат. Мы рассмотрим только тог слу- 
чай, когда у=—1; тогда оба интегргла 


Бах), хату 11. 2—1 5) 


приволятся только к одному Р(а, В, 1, х). 
Чтобы найти второй интеграл, предположим, сначала, что 1 немного отлично 


от единицы: 1=1— й, где й очень мало; уравнение (83) имеет два’ интеграла 
Ра, 1, х), МЕ (ар, Вл, 1 Л), 


в следова ельно, дробь 
хВЕ (ав ВА, в, х) — Ро, В, 1—1, х) 
й 


есть также интеграл. Когда й стремится к нулю, это отношение имеет пределом 
производную по Й от числителя при й==0. Производная от множителя хй дает 
лога ‘ифмический член, который при й = 0 обрашается в Р (а, В, 1, х) Гор х. Чтобы 
найти производную по й от какого-иибудь коэфициента того или другого ряда, 
напримег от коэфициента 


(а анля-|)... ап — 18+ Р-Н... Ай 1) 
- 1.2...п (Е -- 1) (2+1)... @- п) ? 


удобно вычислить сначала логарифмическую производную. Таким образом новый 
ингеграл выразится формулою: 


$ (Хх) = Ба, т, Х Шо х-- | 


а(а- |)... а-п— 188 +1... +11 2 (36) 
я +4, (:2...и7 =", ] 
1 1 1 1. 1 
Аа Ри +. Тара в т. Трио 


—2(1+%+.--+3). 


Таким же образом можно было бы исследовать интегралы уравнения Гаусса 
в области точки х=1|, но для этого довольно заметить, что при изменении х 
в 1—х вид уравиения не меняется, только у измени. ся. в а-- 8 -|-\ —1. Следо- 
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вательно, в круге Г, описанном из точки х-=1 ‘фредиусом, равным `елинице, 
общий интеграл представится формулою: 


У= СЕ (а, Ба 1— Хх) 
+ Са (1 — хт-* ВР (1 -а-ь 1-х), 


6сли 1 — « — В не есть целое число. —— . 
Наконец, чтобы исследовать интегралы при значениях х с очень большим 


# . 
линейного уравнения в области начала координат. Интегралы этого уравнения — 
также правильные в области иачала координат, и корни‘ определяющего уравнения 


1 о. . 
модулем, положим х =. Тогда‘мы придем к исследованию иитегралов нового 


сутьа и В, Полагая одновременно х = {,7=2, мы снова получим уравнение 


вида (83), но в котором В заменено через а-- | —1, и 1— через а’ 1—8, Сле- 
довательно, уравнение Гаусса имеет интеграл при |х| > ( | 


х-аР (ца рать); 


вследствие симметрии оно имеет также интеграл, получающийся из предыдущего 
перестановкою а и в, и общий интеграя представится ‘вне круга Гу формулою: 
1 


уе Сит*Р (вата Ву) + Сы (1-Е т). 


если только а —В не есть целое число. 


Прнимечанне. Всякое линейное уравненне вида . 
(х— а) (х— БУ (т) + пу=о, (87) 


где а, 5, |, т, п — произвольные постоянные = 5), приводится к уравнению Гаусса заменою 
переменного х = а-{ (В — а) 2.В самом деле, чтобы привести получающееся уравнение 


У 1а-- т Ч __,_ 
0—9 + (СЕ +) ито _ @® 
1а фт . . у 
к уравнению (83), достаточно положить 1 = — 5 — а Н определить а и 8 из условий «ВЕРЬ 


вВ =л. 
414. Уравнение Бесселя. Рассмотрим, в частностн, уравнение 
х (Е — А уе у —ау=0, _ ° (89) 


1 . 
имеющее две особые точки х—0, =. Его можно привести к уравнению 


Гаусса з‚меною переменного Ах = Если мы будем приближать параметр # 
к нулю, а количества а, В, с будут стремиться к конечным ‘пределам Л, В, С, 


то особая точка = будет неограниченно удаляться, и мы получим в пределе 
линейное уравиениё: 

ху" + (С— Вх)у — Ау—=0, . | (95) 
имеющее на конечиом расстоянии только одиу особую точку х—=0. Если В не 
равно иулю, то, заменяя Вх через х, мы придем к уравиению того же вила, где 
В—1. Если же В =0 и А’оглично от нуля, то ‘можно таким же образом пред- 


. положить, что А = 1. Следовательио, урависние (90) можно всегда представить 
в одном из двух следующих видов: 


ху" +а-ху — ау=0, (9) 
ху’ у — у=0. (92) 
105. гурев, т, П, ч. 2, | 
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- Изучая интегралы этнх двух уравнений в области начала координат, как мы 
это делали для уравнения Гаусса, мы придем к двум рядам; 


а (а-+ 1) 
таит" 


1 1 
+ талето” т... 


бе =1+т 


которые можно рассматривать как предельные случаи гипергеометрического ряда. 
В самом деле, если мы заменим в Р (а, 8,1, х) переменное х через Ах и |} 


1 . 
через , то коэфициент при х" В Е (а, Ре Ъ &х) имеет пределом коэфициент при 
хп в С (а, 1, х), когда # стремится к нулю. Точно так же коэфициент при хп в 

11 
Е (1 въ =) 
имеет пределом коэфициеит при х” в /(у, х), когда # ‹тремится к нулю. 
Если 1.не есть целое число, то общий интеграл уравнения (91) выражается 


формулою: = , 
| У== С (а, 1) + Сзх. Ч а-+1—т, 2—1 х) (93) 
н лочно так же общий интеграл уравнения (92) есть 
= СЫ, х) + Сы ТУ (2—5); (94) 


эти формулы пригодны во всей плоскости. Если 1 есть целоз число, то общий 
интеграл уравиения (92) всегда содержит логарифмический элен. Например, если 
1—1, мы получим интеграл, отличный от /(1,х), иаходя предел при й=0 


отношения 
ХВ] (ЕВ, Хх) — ТИ, х). 
Я ) 


отсюда имеем выражение общего интеграла; ` | 
< 1 1 п 
у=Слт(Ь х) + С ЛЬ х) 0х — 2 5, ++. тт (2... . 


К уравиению (92) можно пригести одно линейное уравнение, встречающееся 
во многих задачах математической физики. Положим в уравнении (92). 


. в 
х = -9 заменяя 71 через пл -- 1, мы получим ‘уравнеике, тождественное с изу-’ 
чеиным выше ($ 408): 
_ 4 1—0, 95 
+ ть = 6 (95) 


если 3 последнем уравнении мы положим еще у=#”"2, то полузим уравнение 
Бесселя в его обычном виде: : 


@2  ‚а2 й 
Е з — = : 
Вр + (В — п): =0. (95) 
Таким образом три уравнения: (92), (95), (96), где 1=1 + 1, иполие равно- 


сильны между собою. Если п не есть целое число, то, на основаиии предыду- 
щего, общий интеграл уравиения Бесселя (96) будет: .. 


о в п, Й: 
а= си" (п+ь-—4)+5с4 (м, т). 


Выше было доказано ($ 408), что, если п есть половина нечетного числа, то 
общий интеграл уравнения (35) выражается через элементариые трансцеидентные 
функции *. 


* Подробное изложение теорни бесселевых функций можно найтн в сочинении Нильсена 
(\1е1зеп), Напафисй Чег ТНеоне 4ег ХуйпденийкНопеп, 1904. 
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римечание. Уравнение, исследованиое Риккати: 


где` А, В, т—данные постояиные, можио также привести к одному из трех равносильяых ‘уравнений 
. , О 
(92), (95), (95). В самом деле, мы видели выше ($ 402), что общий интеграл уравнення (97) есть я = ‚ где 2 
есть общий ннтеграл линейного уравнения: 
492 : 
да — АВхтг = 0. (98) 


Сделаем в последием уравненни замену перемениого х = №}, где Х н и — два постоянных коли- 
чества, остающиеся пока произвольными. Тогда оно примет вид: . 


42 а . | 
: ай — (в —1 — АВАТ+ 33: (тер =0; — {99) 
чтобы это уравнение было тождественно с уравнением (95), достаточно взять р = та и опре- 
делить Х из условия АВ\Т+ ра = — 1. Соответствующее значение для п есть — =. нли — Я 


Следовательно, общий интеграл уравиення Рнккати (97) выражается в конечном виде всякий раз, 
когда 


есть половина положительного или отрнцательного иечетного -Чнсла 21 -|- 1, т. е. вся» 


т-а 


кий раз, когда т = ‚ где 2 есть положительйое или отрицательное целое число. 


—4 
1+2 

415. Уравнения Пикара. Если дано линейное диференциалькое уравнение 
с мероморфными коэфициентами, то, пользуясь методом Фукса, можно. узнать, 
будет ли его общий интеграл мероморфиою функциею. Для этого необходимо и 
достаточно: 1) чтобы интегралы были правильными в области каждой низ особых 
точек; 2) чтобы все корни решающего уравнения для каждой из этих особых 
точек были целыми’ числами; 3) наконец, чтобы в выражении общего интеграла 
вблизи особой точки отсутствовали логарифмические члены. 

Предположим, что все эти условия выполнеиы. Тогда общий интеграл есть 
функция мероморфная, однозначная во всей плоскости. Еслн коэфициенты  урав- 
иения суть рациовальные функции, то особых точек а, а.,..., а, будет конечное 
число. В таком случае, чтобы общий интеграл был рациональною фуикциею, до- 
статочио, чтобы все интегралы нового уравнения, ко1орое получим, полагая 


1 
х=-, были правильными в области точки {== 0, так как общий иитеграл вслед- 


ствие своей однозначности не может содержать ‘ни логарифмического члена, ни 
дробных степеией переменного #. Если зто последнее условие выполнено, то 
общий интеграл можно получить полстановкою и сравиением коэфициентов. 
В самом деле, пусть будет т; наименьший корень характеристического уравиения 
(60).для точки х=а,, и М — наименьший коревь характеристического уравнения 
для преобразоваииого уравнения для очки #—0. Ясно, что произведение каждого 
интег; ала у иа | 

(х— а )т(х — ат... (х— ад)ть 


есть рациональная ‘функция, не имеющая полюсов на конечиом расстояиии,. т. е. 
многочлен Р (х), степень которого не выше числа 


| . тнт ...+т, М. ` | 
Так как, таким образом, верхняя граница степеии этого многочлена известна, то 
для определения его коэфициентов достаточно заменить в левой части лаиного 
уравнения переменное у выражением нида Р (4) П(х — а) -ти, где Р (<) есть 
самый общий многочлен найденной степени, и выразить, что результат подстановки 
тождественно равён нулю. ` , : 

Пикар указал На другой очень важный случай, когда общий интеграл выра- 
жается черёз основные трансцендентные функиии. Если общий интеграл одно- 
родного линейного диференциального уравнения, коэфициенты которого суть 
эллиптические функции независимого переменного с одними и теми же 
периодами, есть мероморфная функция, то этот интеграл выражается через 
трансцендентные функции теории эллиптических функций*. 


* Пикар, СгеНе’5 Лошптэ, т ХС. См. также мемуар Флоке (Е1о4не), Аллайе; 4е РЕсые 
Моттёше, 3-я серия, т. Г. 1884. 


10* 
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Чтобы упростить изложение, мы ппиведем доказательство только лля урав- 
нения второго порядка. Пусть будут }(х), №(х) два различиых интеграла одно- 
родного лннейного уравнения у” р(х)у -+ 4 (х) у=0, где р(х) и 4(х) суть 
эллиптические функции с периодами 2% и _2%'. По предположению /1(х) и Л (х) 
суть мероморфные однозначные функции. Так как рассматриваемое. уравнение не 
изменяется при изменении хв х- 2%, то д(х- 20) и Д(х4+- 2%) суть также 
иитегралы, и мы имеем соотношения: . 


Д(х - 26) = ар (х) + Вх), (х + 25) = с л(х) + ах), (105) 
где а, В, с, а— постоянвые коэфициенты, определитель которых @а4— $с не 
равен иулю, так как, если бы было аа — 6—0, то между /4(х -- 2%) и'х + 2) 
существовало бы соотношение вида: С, / (х + 2) ++ Сор» (х - 2.) =0, где С и 
С. — постоянные, из которых, по крайней мере, одно отлично от нуля; но это невоз- 
можио, так как интегралы }4 и /› независимы. Точио так же. мы будем иметь 
другую. систему соотиошений: | ` 

Л 2) = а (х) + УД (Х, ь +2) = сд (+4), (101) 
где а’, В, с',. @' — постоянные ко`фициенты, а'4’ — №'с' не равно нулю. Будем 
искать, какв 6 109, такой интеграл ф (х) = №: (х) - вХ (х), чтобы $ (х -- 2%) == $9 (х). 
Для определения \, в, 5 мы имеем два уравнения: 

^(а-з- м0, +в (а — $) =0, 
Откуда для 5 получёем уравнение второй степени: 
Е ($) = —(афадз+аа-— и=0. 


Если эт> уравнение имеет два различных корня $; и 52, то существуют два таких 
независимых интеграла $; (х) и фз (х), что | у 


2 (+ 26) == 51$, (х), $3 (я + 2%) = $42 (*), (102) 
и соотношения (101) заменятся двумя соотношениями того же вида: 
Фи (х + 2') = #: (%) + 12(х), 92 (х + 2ю') = ту (х) + пфь <). (103) 
Пользуясь соотиошениями (102) и (103\, мы можем получить два различных 
выражения для $; (х + 20 - 2%') и фз (х-- 2е + 25"). .. 
С одной стороны, мы имеем: , 
фа (Хх 20 + 2%) = 4 (х + 2%) — А (%) + зв (х); 
с другой стороны, ‘меняя порядок вычисления, имеем также: 
ви (х + 20 + 2) = В (х + 2) + 1 (х + 2) = #5 (х) + 1530» (^). 


Так как э1и два выражения должчы быть тождественны между собою, и $; — $: 
не равно иулю, то должно быть /== 0; точно так же, рассматривая два выражения 
для ф2(х-- № -- 2"), можио было_бы доказать, что. т =0. Следовательно, инте- 
гралы $ (х), $. (х) суть мероморфные функции, которые получают постояиный 
множитель, когда х возрастает на период; такие функции называются двояко- 
периодическими функциями второго вида. Всякая мероморфная` фуикция $ (х), 
обладающая этим своиством, выражается через трансцеидентные функции р, , в, 

$' (х) 


так как ее логарифмическая производная есть эллиптическая функция, а мы 
` .. 


видели, что интегрирование эллиптических фуикций не приводит ни к каким 
другим тгансцендентвым функциям ($ 326). Впрочем, это можио показать. и без 
всякого интегрирования. Пусть будет $ (х) такая мероморфная фуикция, что 


(ЕЕ 25) = ве (<), 9(х + 2%') = (5). 
ох 6 (х — а) 


Рассмотрим вспомогательную фуикцию $ (х) =е' — = › еа ир- некото. 


рые постояниые. На основании свойств функции с имеем ($ 323): 
$ (х + 20) = 2202—2126 (<), 24 (х + 2%') = ео — 21а (х) 
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Чтобы. частное было эллиптическою функциею, нужно только, чтобы 


ей 
$) 
было 

20р — ?ап = Тов 2%’'р — 2а\' =1юо8р; 


отсюда определим ри а, так как 2%'л — 27" не равио нузю ($ 322). Заметим, что 
можно взять а—0, если Ёор ви Горн’ пропорциональны соолветствующим 
периодам 20 и 2%' *. . 

Обратимся к случаю, когда уравнение Р(5) имеет рвойной корень 5. Можно 
иайти два таких различвых интеграла $: (х), %›(х) (6 410), чтобы было 


фа (+ 2%) — 5$: (х), фа (х- 2%) — 5 (х, РС (я). (104) 


Если С==0. то все интегралы уравнения и, в частности, /: (х) и (Хх) получают . 
множитель 5, когда Хх возрастает иа 2; будем искать такую комбинацию инте- 
гралов Х/: (х) -- нь (х), чтобы при возрастании х на 2%’ она получала миожитель 5’. 
Таким образом, исходя из формул (105), мы получим два независимых ин!еграла 
$1 (Х), Ф° (Х, для которых имеет. место или 


и - 2и') = я $1'Х., 92 (х 2%) = 5 $э'Х), 
или 


вн (х + 2!) = 9х), ча (х Е 2%') = 9%: (х) + Си (5). 


В первом случае интегралы $,(х), $д(х) суть попрежнему двоякопериодические 
функцни второго рода, так как для них имеют место равенства ф, (х -- 2) = 5%1(х), 
ва (х- 2%) = 54 (Х), вх 2%') = 51 (х), 9, (х- 2%!) =9%(х), Во втором слу-. 
чае только один интеграл $: (х) есть двоякопериодическая функция второго рода, 
Хх. 
что же касается интеграла $» (х`, то отношение и возрастает на постоянное С", 
4 
когда х возрастает на 2', и не меняется, если х возрастает на 2%. Но функция 
4$ (х) + Вх, где А и В суть постоянные, обладает тем же свойством, если 


2Ап + 2Ве =0, 2Ат’ + 28и' = С... 


‚ Следовательно, разность 8 Де (х) — Вх есть эллиптическая функция. 


( . 

Если в формулах (104) коэфициент С не равен нулю, то между интегралами 
фа (2%), Фо (5), 94 (Хх + 2%), ва (х +2%') существуют соотношения вида (103), и из 
них мы можем вывести по два различных выражения для $. (х -- 20 -- 2%’) и для 
фа сх -- 2 -- 2%'). Сравнивая их между собою, мы получим условия {[=0, Ё=п. 
Интеграл $:(х) есть, попрежнему, двоякопериодическая функция второго рода. 
Что касается иитеграла фз (х), то мы имеем два соотношения: 


в 0, С 29) вт 
чи (х- 25) их) 5’ их 29) виа) с 
Определим подобно предыдущему коэфициенты А и В из условий 2Ал |- 2Во - 5, у 


2 Ат’ + 2Вю' = й ; тогда разность 


$2 (%) _ _ 
Ре) 6 (х) — Вх 


есть эллиптическая функция, Таким образом мы видим, ч10 во всех случаях 


общий ивтеграл выражается только через трансцендентиые функции ех, рх, (х, х. 
Рассмотрим, например, уравнение Ламе: 


и ии Пр у=0, | (165) 


где п— целое число, и й — произвольное постояиное. Интегрирование‘ этого 


‚ * Оснсвания теории такнх функций можЕ:о найти в кнеге Аппелля и Лакура, Р/с рез 
4е {а (цбоце 485 юпеНопз еШрИдиез. : ". -^ 
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уравнения было выполнено Эрмитом и послужило точкой отправления для пре- 
дыдущей теории. Общий интеграл уравнения Ламе есть мероморфиая функция. 
В самом деле, единствеиными критическими точками являются ‘начало координат 
и точки Это + 27’. В области начала координат интегралы уравиения — пра- 
вильные, н корни характеристического уравиения (74) суть И =— п, ”==п- 1. 
Их разность есть иечетиое целое число, а коэфициеит при уесть четиая функция; 
следовательно, ныражение общего интеграла не содержит логарифмического члена 
(см. выноску в $ 412). 

416. Уравнения с ‘периодическими коэфициентами. Во миогих важных. 
вопросах механики встрёчаются линейные уравнения с периодическими -коэфициен- 
тами; мы укажем здесь кратко их осиовные свойства. 

Пусть будет 


ап а?- | к 
т Ри рт + --. + ро | (166) 


лииейное уравиение, все коэфициенты р, ..., р Которого суть н:прерывные 
функиии действительиого перемениого Ё, имеющие период ®, который мы всегда 
можем предположить положительным. Если интегралы у, (0, Уз), ..., уи(Ё) 
образуют фундамеизальную систему, то ясно, что у, (#-- в), у (ЕЁ о), ..., 
Ув (Е- в) суть также интегралы уравиения (106), так как это уравнение не изме- 
няется при изменении Ё в #-|- ®; следовательио, мы имеем п соотиошений нида: 


УЕ ©) = ау: (© + ау (0 - ... НР апу, (0 (= 2, ...» П). (107) 
Определитель Н коэфициентов а; отличен от нуля; в самом деле, повторяя 
рассуждения, приведеиные в $ 409, мы найдем, что этот определитель равен: 


+ 


— [ра 


Н=ео . (108} 


Формулы (107) определяют линейную подстановку с постоянными коэфи- 
циентами, определитель которой не равеи иулю. Слёдовательио, мы приходим 
к такому же исследованию, какое было подробно выполнено в $ 409—411; ио 
здесь, вместо обхода комплексного переменного х в прямом направлении вокруг 
особой точки а, переменное Ё описывает отрезок действительной оси, имеющий 
длину ®. Из этого исслелования вытекает, что всегда можно выбрать фундамен- 
тальную систему интегралов таким образом, чтобы формулы (107) приияли про- 
стой канонический вил. Составление такой’ фунламентальной: системы ‘прежде 
всего зависит от решения ‘характеристическо2о ‘уравнения у 


а: —$ аз -..- @л 
; а, 0... а ` 
= Ч, в. эл =0, (109) 
ат аз ;.. @т-—5 


все кории которого отличны от нуля, так как их произведение равно определи- 
телю Н, значение которого мы только что нашли. Если п корней этого уравиения 
различны, то существует такая фундаментальная система иитегралов, что фор- 
мулы (107) принимают вид: 


нЕ ы) = ну, (0, ..., У, = 315,0. . ^^  @Ю 
Если уравнение (109) имеет кратиые корни, то всегда можно найти фундамен- 
тальную систему ингегралов, распадающуюся на иесколько групп, причем р интег- 
ралов у;, Уз, ..., Ур одной и той же группы удовлетворяют соотношеииям вида: 
ул (Е- в) == 59, (0, | | 
уз (Е в) = у. (9 + 51 (8), 

Ур - ®)== $ур О- Ур- ЕЙ. 
Чтобы найти выражения этих интегралов, определим сначала обший вид 
такой непрерывиой однозначной фуикции {(#), чтобы было {(-- в) = 5/(®), где 


множитель 5 ие равен нулю. Пусть будет а одио из значений количества т БЕ 


ан) 
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ясно, что произведение /(Ве`“ имеет период ®, н следовательно, /(!) имеет 
вид } (1) = 2! 4 (1), где $ (#) есть непрерывная функция с периодом ‹. Если 5; есть 


1 
корень характеристического уравнения, то мы положим а;=--Т08 5; постоян- 


2-1 


ные а;, которые определены с точностью до кратных числу 2—1 ‚ Называются 


характеристическими показателями. Следовательно, если уравнение (109) имеет 
п различных корней $1, 5а,..., 5„, то уравнение (106) имеет и различных частных 
интегралов вида , 


ем (0, УЕ 9 (В), , Уно“, (0, ` (112) 


где а, аа, ..., а, — Характернистнческие показателй, н фи, фо, -,›. ‚ фи — непрерыв- 
ные функции с периодом ®. в | 

В общем случае, очевидно, достаточно составить выраження ннтегралов 
группы, удовлетворяющих соотнощениям (111). Полагая в этих соотношениях 


ИЗЕеМарь где а==-_ Гор $, получнм: 


2(! + ®) = (2), 
23 (Е в) = 22) РА 0, | (Ир) 


ооо хо х 


20 (Е ©) = 2. (© | 2,-1 ©. 


( + и | 
Если Ё возрастает на ®, то переменное т== ъ Возрастает на единицу, и, взяв т 
за новое переменное, мы прндем к задаче, решенной выше ($ 411). Положим 


1—0)... (— № +0) 
6 .' 


РЕ = @=ь2,..., р) 


общие выраження функций ур, у ..., У› имеют следующий вид; 


ем (9, дер, 9 и (9 + 0 --. | 
‚+. 49 = #4Р,- КОР КО +... + РА О (113) 
(1—1, 2,..., р), 


Где фа, $э› ...› фр Суть непрерывные функцин с периодом ®, нз которых пер- 
вая $, (№ отлична от нуля: Здесь можно заметить, как и в $ 411, что все эти 
интегралы можно вывестн из последнего интеграла группы. В самом. деле, 2„_, (1) 
равно разностн #; (# -- ®) — #„ (#); точно так же имеем: 2р-2(0=2,- Е о) —2р-1 
и т. д. Следовательно, формулы (113) можно представнть также в виде: 


Ур (В = 212), . 
У (О ==е“ А (25), .. 
Ур) ==еч А: (=, . ам 


где 41(2,), Аз (2), ... обозначают последовательные разности от 2,() при пе- 
‚ рехоле Ё в #-+- ®. Заметвм, что 2,({) есть многочлен (р— 1)-Й степенн относи- 
тельно & коэфициенты которого суть периодическне функцни от # последова- 
тельные разности А,(2,), &5 (2,), ... суть многочлены такого же вида и убываюших 
степеней, причем разность р-го порядка равна нулю. Обозначим через Б(г,), 
Р(2р),..., ОК2р) последовательные производные от #,, взятые по причем 
коэфнцнёнты этого многочлена рассматриваются как постоянные. Из теорни 
конечных разностей известно, что последовательные разности А, (2р), А, (25), ... суть 
аннейные комбинации © числовыми` коэфициентами производных (гу), 
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(2), ... и обратно *. Следовательио систему интегралов (114) можно замерить 
р у ) 
„равносильною. системою. интегралов: 


У (9 == емар (6, 
У, (== ем (гр), 
Хр = ем ОАар), .. (115) 


И =еОр-цз,). 


Примечание 1, Интегралы группы (113), соответствующие характеристичеекому пока- 
зателю а, все стрематся к нулю при неограниченном возрастаннн положительного количества #, 
если действительная часть показателя а отрицательно, и только в этом случае. Чтобы все 
интегралы уравиения (106) стремились к нулю при ‘неограниченном возрастании {, необходимо и 
достаточно, чтобы действительные части всех характеристических чисел были отрицательны, 
или, что то же, чтобы ‘модули` всех корней урявнения (109) были меныше единицы. у 


Праемечание ПЦ. Пусть будет 5 действительный положительный. корень уравнения. (109); 
естествевно принять за а арифметическое значение количества — 105.5 Бели коафяциенты. уравне- 


ния (106) действительны, то, очевидно, будут действительны н интегралы 4, Уз, .. ‚Ур группы (113); 
а следовательно, и периодические функции $, (1), $3(8,.... Пусть, далее, будет 5з=А+р и 
корень кратности р уравнения (109), причем в. 5 0; их = о" + а” ит- соответствующее зиачение 
показателя а. К группе иитегралов (113) можно присоединить сопряжениую группу, которую полу- 
чим, ‚заменяя а через а' — а” и в функцин $ (59 — через сопряженные функции. Ясно, что, 


комбинируя линейно попарно эти 2р нитегралов, мы получим систему 2р действительных инте- 
гралов. , . 
Наконец, предположим, что 5 есть отрицательный действнгельный корень; тогда значенне а 


можно представить в виде: а =а' {п и н этому корию соответствует частный интеграл вида: 
уз е*"! (сов пе -в И-Т эт кф (9 НИТ 


где функции Ф, и Ф, — периодические и действительные. Если козфициенты уравнення (106) —дей. 
ствительные, то ясно, что действительная; часть н коэфициеит при и интеграла у должны 
отдельно удовлетворять линейному уравнению. Если р >, то те же рассуждения можно применить 
н к другнм интегралам группы (113). _ 

Впрочем, случай, когда 5 действительно и отрицательно, приводится к случаю, когда 5 дей. 
ствительно и положительно, если взять вместо периода ® пернод 2%. В самом деле, очевидно, 
что если нитеграл получает миожитель 5, когда # изменяется в #-- ®,то он получит множнтель 53 
при измененин Е в # -+- 2%. 


Примечание ШТ. Если коэфициенты ру суть. аналнтяческие функции комплексиого. пере- 


менного 15 # 4+ #и-1, голоморфные в полосе А, заключающейся между лвумя прямыми #' == #, 
параллельными действнтельной оси, то интегралы уравнения (106) голоморфны в той же пол.-се. 

Предыдущие рассуждения, в которых` предполагалось, что переменное { перемещаехгся по деи- 
ствительной оси, применимы без изменения и-к тому случаю, когда это переменное пер:мещается 
в полосе А: Следовательно, фуниции $; (8. в формулах (113) суть пернодические фуннции, голо- 
морфные в полосе АЮ; ноэгому их можно. разаожить в ряды, расположенные по синусам и коси- 


нусам дуг кратных 2 ($ 316). 


417. Характеристические показатели, Разыскание характеристических пока- 
зателей, вообще, очень трудно **. Очевидно, что решение этой задачи приво- 
дится к определенню коэфициентов а» в формулах (107). Эта задача, в свою 
очередь, равноснльна следующей; зная начальные значения, при Ё=4, ми ннте- 


* Не обращаясь к этой теории, можно заметить, что из формулы Тейлора последовательно 
имеем: . 


деер) = «Ре + 2 мгр) +, 


43(2р) = «*Р\ер) +...,.. 


так как ОР) (2р). = 0, то из этих равенств можно определить производные Ре) как линейные 
функции разностей 4, 4,,... . 
** Еслн коэфициенты ру суть целые аналитические функции комплексного перемеиного г. то, 
3ки у т у у 


сделав замену переменного х =е ® , мы превратим данное уравнение в линейное уравиенне, коэ- 

`фициенты которого `однозиачны в области начала координат, н придем к изучению закона пере- 
станавки интегралов, когда переменное х опи‹ ывает петдю вокруг начала координат. Но получен- 
НОЕ, ‚аким ‘образом, у;авнение, Вообще, не прннадлежит к уравценням Фукеа, 
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гралов У, Уз, ..., Уин ихп — | производных, найти значегия этих интегралов 
и их производных при #=& + в. Тогда коэфициенты а, определяются, как 
решения п систем лннейных уравнений: 


у, (№ + 9) = ау, (&) -- аву, (&) +... Нашу, (В), 
УР -- в) = ал У) (6) + в УР) (в) +... + аму®@Хы), (116) 
р=Ь2,..., ®— 1] (=Ь2,..., п). 


Эту последнюю задачу, вообще, можно решить, только применяя общие 
методы, например, последовательнымн приблнжениями. Заменим в уравненни (156) 
коэфицненты р; через Ар;, где \› — переменный параметр, н разложим по степеням 
параметра \ ннтеграл у этого уравнения, принимающий вместе со свонмн п— 1 
последовательнь ми пронзводнымн при #{— некоторые заданные значения, не 


зависящие от 
у=И ОАО... +Ме-... (117) 


п . 
О, то ясно, что м есть 


многочлен относите’ьно Ё не выше (п — [)-й степ-ни, выражение которого полу- 
чается непосредствеино из начальных условий; чго касается следующих коэфи- 
циентов Д (#), 5 (#),..., то, подставляя значения у в уравнение (106), мы опре- 
делим нх один за другим из соотношений вида:` 


ел = ФЛ (9, 1" (6, ..-Ь 


Так ‘как при ^=0 уравнение (106) обращается в 


где правые частн зависят только от коэфициеитов 1, /2,.., › /;-ё и их производ- 
ных, причем эти коэфициенты }, вместе со своими производными до (® — 1)-го 
порядка включнтельно должны обращаться при #=8 в-нуль. Следовательно, этн 
коэфициенты получаются квадратурами, а выше было указано ($ 389), что полу- 
ченный, таким образом, ряд (117)— сходяшийся при всех значениях \. Если мы 
положим в соотношении (117) и его производных %=1|, то мы получим разло- 
жение рассматриваемого интеграла и его производных в ряды, сходящиеся при 
всех действительных значениях количества #. Следовательно, таким образом, можно 
‘получнть колнчества у -|- в); УРХЕ - ®), входяцие в формулы (116), и опре- 
делить отсюда коэфициенты аз *, 
ПрРимЕР. Рассмотрим, например, уравнение 
ау 
в Ру, (113) 


где р(Р есть непрерывная функция от Ё с периодом ®. На основанни фор- 
мулы (108) произведенне корней характеристического уравнения равно здесь 
единице. Следовательно, это уравненне имеет вид: 


59 — А + 1=0. (119) 
Чтобы определить коэфициент А, обозначим через /(Ё) и $(6) интегралы уравне- 
`ния (118), удовлетворяющие начальным условням 7 (0) —=1, /(0) =0, $ (0) =0, 
$'(0)—=1. Из соотнощений : . 
У(Е- ®) =аи 1) + аз (9, 
+ (Е о) = 41 / (#) Е аз (0), 
9 Е о) = ан) + але (5, 
полагая г=0, получнм а., =1 (®), аз = $'(®). Но в этом частиом случае харак- 
теристическое уравнезие есть 
| (ав — 5) (ав — $) — ава =0, 


. * Еслн мы оставим зн чение параметра » неопределенным, то нз способа вычисцения сл. дует, 
. что коэфициенты аж, а следовательно, й коэфицненты характеристического уравнення, будут 
целыми функциями этого параметра, 
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н следовательно, мы имеем: 
| А= а ‘ав==7 (в) + у'.в). 
Заменим р (6) через др (#); разложения интегралов Х(#), $ (#) будут иметь вид; 


(О =Т+АЛ (О... мл, (0 +..., 
(=... м, +..., 
причем функции Ди фи и их пронзводные //’и $„ при Ё =0 равны нулю. Полд- 
ставляя эти разложения в обе части уравнения (118), где р заменево через )р, 
мы получим соотношения: 


2 
2 =р@У,- 1, 


22 
а = (4-10); 


отсюда имеем рекурренгные формулы: 
{ { ,.& # 
Дао = (ар Оу < 94, = 46 р (0 
0.0. бо 


из которых можно последовательно определить все функции /„ и фл, Н.ходя из 
условий Л (#) = 1, % (9 =2 Отсюда находнм: 


оо 
А=2- УЦ, (6) + чи (в) | (120) 

п=1 
Если функция р(#) никогда не бывает отрнцательною, то непосредственно 
видно, что при # >> 0 все функции /, (#), 9„ (#), 4и (2) положительны. Следовательно, 


А>2, и в уравненин (119) оба корня действительны и положительны, причем 

один из них больше, а другой меньше единицы. В других случаях заключение 

значнтельно менее очевидно. Если р (8) никогда не принимает положительных зна- 

чений, то, ‘как это следует из глубоких исследований А. М. Ляпунова +, 

абсолютное значение количества А меньше, чем 2, если абсолютное значение колн- 
Ки 


‘чества о [ра меньше или равно 4. В этом случае оба корня уравнения (119)— . 


0 
мнимые сопряженные, и их модули равны единице. 
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418. Общие свойства. Большинство теорем, доказанных для линейного 
уравнения, легко может быть распространено на системы линейных урав- 
нений со многими неизвестными функциями. Не уменьшая общности, мы 
всегла можем предположить, что эти уравнения — первого порядка (5; 383), 
что мы в последующем изложении и примем. Пусть будут У, У; ---, У 
неизвестные функции, и х— независимое переменное. Из общей теоремы 
следует (5 399), что интегралы не имеют других особых точек, кроме 
особых точек ‘коэфициентов, Задавая начальные значения интегралов 
0, У, .-.› Уд для значения х == Хо, отличного от особых точек, мы можем 


иметь аналитическое продолжение этих интегралов вдоль любого пути, 


* А. М. Ляпунов, Общая задача об устойчивости двнжения, издание Харьковского мате- 
матического общества; французский перевод помещен в Апла!ез йе {а Расийё 4ез Зсёптсез де Тои- 
1оизе, 2-я серия, т. 1Х. Кроме этого мемуара общая теория линейных уравнений с периодическими 
коэфициеитами изложена в ‘мемуаре Флоке (Р1очией) (Аятас5 ае РЕсые Могпие зирётеиге, 
1883) и в сочинении Пуанкаре, 63 Мено4ез поцуеез де 18 Месамаие сбее (т, Вог, ЗУ). 
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выходящего из точки Х и не проходящего ни через одну из этих 
известных заранее особых‘ точек. 

Предположим, только для большей краткости изложения, что мы 
имеем систему трех уравнений с тремя неизвестными функциями. .Рас- 
смотрим сначала систему трех однородных уравнений: 


р ау-- 62 | си= 0, 


а: " ' ° о | 

де ЧУ ВЕ чи=0, {121) 
и | 

де + У бар сш-=0, 


где а, 6, с,... — функции только переменного х. Если известна частная 
система интегралов (1, 21, и.) уравнений (121), то функции (Су., Сг., Си) 
также образуют систему интегралов при’ всяком значении постоян- 
ного С. Точно: так же, если известны две системы интегралов (уу, 2;, 41) 
и (у; 2, 42), то из них можно состанить новую систему интегралов, 
. зависящую от двух произвольных постоянных: 


(Су, -Н Сьу» С12, + Су», Сич Сьи,). 
Наконец, 6сли известны три частных системы интегралов 


(У, 21; и), (у., 2, из), (уз, 28, из), 
то формулы И 


= С;у, + Со, Съу., 2= С, + Су, + Сузь, (122) 
= Си, -- Си, | Сьи 


также представляют систему интегралов, каковы бы ни были постоян- 
ные С., С,, С,. Чтобы можно было утвержлать, что эти формулы (122) 
представляют ‘общий интеграл системы (121), попрежнему необходимо 
убедиться, что можно выбрать постоянные С,, С,, С; таким образом, 
чтобы при данном значении х, переменного х, отличном от особой 
точки, переменные у, 2, и принимали произвольчые заданные значе- 
НИЯ Ус, 2, Ис. Для этого необходимо и достаточно, чтобы определитель, 
составленный из девяти функций у, 2» и, (7=1, 2, 3) 


Я 2 Ш 
А—| у 2 и | 
Уз 2; 1 


не. был тождественно равен нулю. Мы попрежнему будем говорить, что 
совокупность трех часгных систем интегралов образует в этом случае 
фундаментальную систему. 

`Если определнтель А тождественно равен нулю, то три частных системы 
интегралов приводятся к лвум или лаже к одной. Предположим сначзла, что все 


миноры первого порядка определителя 4 не равны одновремевно нулю, пусть, 
`рапример, минор 8-= у;#, — узё, не’разен тождественна нулю. Пусть будет д 
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область плоскостн, где $ не обрашается в нуль. Определим. две вспомогательные 
функции К: и Ка, голоморфные в области А, таким образом, чтобы было: 


уз = Кыл- Ку» 2== Кл + Кай (123) 
так как А равно нулю, то функции К,, К. удовлетворяют также соотношению. 
из = Киа + Ка. (124) 


Заменяя в двух первых. уравнениях системы (121) у, 2, и предыдущими выра- 
жениями уз, 23, Из и замечая, что (У 2ьщ) и (уз, 2», из) образуют две частных 
системы интегралов, мы, после подстановки, получим ив (121): 


КЕ К! = Кр + Кг, 


откуда имеем: Кл’ == Кз' =0. Слевовательно, функции К и Ку суть . постоянные, 

и соотношения (123) и (124) имеют место во всей области существования функ- 

„_ ЦИЙ Ур, р И. Отсюда сдедует, что система интегралов (уз, 23, из) есть комбинация 
двух других систем. 

Если все миноры первого порядка определителя А тождественно равны нулю, 
то три системы интегралов приводятся к одной. Так как Все злеменфы опреде- 
лителя А не могут быть одновременно равны’ нулю, то мы, предположим, что’ У: 
отлично от нуля, и положим ув=КуУк из соотношений. у:24— Уз = 0, 
‘уз — ула=0 нмеем также 23 — Кг, и. == Ки. Заменяя ‘в первом из уравнеинй 
(121) переменные у, 2, и, соответственно, через Ку}, Кг, Киь получим у4К’ ==0; 
следовательно, А есть постоянное, и система (уз, 24, &з) отямчается от системы 
(уь 2 и) только постоянным множителем. Точво так же можно было бы убе- 
диться, что третья система интегралов тождественна с первою. Важно заметить, 
что в общем случае у, у» Уз не должны быть непременно линейно независимы; 
например, одна или две из этих функций могут быть, равны нулю, но быть все 
три нулями они не могут, 

Значенне определителя & можно вычислить следующим образом. Производ- 
ная А’ есть сумма трех определителей | 


У ал щ У 2 и У д Ш 
А У 2 № |4] 5 2 № |] У 2 из |; 
у’ 23 из у, #8 № Уз 2, № 


заменяя производные у;, 2/, и; их выражениями, выведениыми ‘из уравыений (121), 
мы найдем, что. эти три определителя обраваются; соотеетствение, в — вА, — ВА, 


— с.А. Следовательно, мы имеем соотношение: &—=— (ан), и 
А 
— Ланс 
А (<) = (%0)е № (125) 


Если известен общий интеграл’ однородной‘ системы (121), то из него 
можно вывести квадратурами общий инт‹грал системы с правыми частями 


Чу 
де + АУ 82 4 ил, 


4г 
Я ау - 812 + си ==, (х}, {126) 


а . > 
+ ау Е 6ыг + си = 15 (х). 


В самом деле, сделав замену переменных по формулам (122', где С., 


$ 418 ГУ. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 157 


С.„, С, рассматриваются как новые неизвестные функции, мы превратим 
систему (126) в пер 


а г ту У 2. — у Ре ал (5), | 


р — 
21 =: + 2 а, = (х), (127} 


ас. ас. 
п ще а ак | 


уравнения (127) интегрируются в квадратурах, так как из них имеем: 


ас, . 
= А, (=, 2, 3), 


где Х, — иввестные функции от <. 

Заметим танже, что этого преобразования можно избежать всякий 
раз, когда. мы можем непосредственно определить частную систему 
_ интегралов (У, 2, 0) уравнений (126). Чтобы иметь общий. интеграл этих 

уравнений, достаточно прибавить, соответственно, У, 2, И к правым. 
частям формул (122), представляющих общий интеграл системы (121) 
без правых частей *, 

Еслн известны одна или две частных системы интегралов уравне- 
ний (121), то можно понизить порядок системы на одну или две еди- 
ницы. Предположим сначала, что известна одна система интегралов 
(Ут, 24, #:), причем функция у, не равна нулю. Произвеля замену пере- 


менных” 
„у=у,7, 2=2У-02, ии УИ; 


мы придем к линейной системе того же вида, которая должна иметь 
частную систему интегралов У=1, Й=0, И==0. Для этого необхо- 
димо, чтобы в этих новых уравнениях коэф“циенты при У были равны 


* Можно также применить ‘метод, аналогичный методу Коши 6 401). Пусть будут у = $(х, &), 
2=4 (х, а), и=т(х, а) (=1, 2, 3) три системы интегралов уравнений без правых частей (121), 
удовлетворяющих, говтвететвенно,' начальным условиям: 


‘р’, = 4 (@, а) =0, п, (а, а) =0, 
фь (а, а) =0, фу, а) =1, пу (а, 9) =0, 
$» (а, а) =0, $4 (а, а) = 0, пз (а, а) = 1. 


Можно. непогрелственно проверить, что функции 


х 
у = [Ш (а) виа, + Л @ь(, 9) + Л @ вы (а, «Ма. 


№ 


х 
2= пы, ол @ (Ма, 


№ 


Хх 
и =| [Л (@) м (х, ®) Л (а) ль (х, в) + р (а) п (х, а) Ма 


и 


образуют систему интегралов уравнений со вторыми частями (126), 
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нулю, и в самом деле, выполнив вычисления, найдем, что эта новая 
система есть 


Я 00, 
м а, . (128) 


40 . ‚ау 
чт и: 8:2 - 30 ==0. 


—— 


`аУ 
Заменяя в днух последних уравнениях 7х ГО значением, вынеденным из 


первого уравнения, мы получим систему двух однородных линейных 
уравнений с двумя неизвестными функциями 2 и 0. Проинтегрировав 
эту систему, мы найдем У квадратурою. 

Предположим затем, что известны две  нзавиесииых системы инте- 
гралов (У1, 21, #1), (У, 2., И2). Так как по доказанному выше три опре- 
делителя 7,2, — У.21, Уи, — Узи, 21и. — 20и1 не могут быть равны нулю 
одновременно, то мы предположим, что У.2, — У.2; ‚отлично от нуля. 
Положив 


У==У У уй, 2 ==2,У-- 2,2, ии Уи, 7-0, 


где У, 2, И— новые веизвестные, мы прлдем к линейной системе того же 
вида, имеющей две ча.тных системы интегралов: 


(У==1, 2, =0,==0), (У,==0, 2,=1, 0, =0).. 


Следовательно, коэфициенты при У и 2 в уравнениях новой системы 
должны быть равны нулю; и эта новая система имеет вид; 


ау 42: ,, ай 
ЕАИ=о, „Ао, ди, 


как нетрудно проверить. Так как последнее уравнение содержит только (, 
то ясно, что эта новая система интегрируется квадратурами. 

Предыдущие рассуждения распространяются на системы п линейных 
уравнений с п неизвестными. Чтобы иметь общий интеграл такой системы 
без правых частей, достаточно знать п частных систем интегралов, 
образующих фундаментальную систему. Если известны р различиых 
систем интегралов (р < п), то интегрирование приводится к интегриро- 
ванию системы того же вида с п—р неизвестными и к квапратурам. 
Наконец, общий интеграл системы с правыми частями получается квад- 
ратурами, если известен общий интеграл той же системы без правых 
частей. 


419. Сопряженные_ системы. Если дана линейная и однородная система 
с л неизвестными 


а | р 
дал Уи +. Е атук + -. = аву ($ Е=12,..:, м), (129) 
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то линейная система 


АУ; _ 
пх == — Чи — +. —аыТь — -. ати, (130) 
которую получим из первой, заменяя у, через У, нзменяя в определителе, 
составленном нз коэфициентов а;„, строки столбцамн и переменнв при этом знакн, 
называется сопряженной с первой. Из самого способа получения сопряжен- 
‚ной системы очевидно, что две снстемы (129) и (130) взаимны 
Интегрирование одной из систем (129), (130) дает интегралы и другой 
системы. В самом деле, пусть будут (54, Уз, --., Уи) Н (У, Я, ..., Гл) две част- 
ных системы каких-нибудь интегралов двух взаимно сопряженных снстем. Из 
уравнений (129) и (130) имеем: 


а 
1х (Ру Узуз  ... + Глуи) == ; Уран Е ++. + арук + +... + атуУи) + 
+ Ух, (-2У. =... — ан, — +. — аш). 


Переставив указатели Ён А во второй сумме, непосредственно вндим, что 
коэфнциент при Г;у; в правой части есть. . 


ав — ав = 0. 


"Следовательно, правая часть предыдущего равенства тождественно равна нулю, и 
°мы имеем между каждыми двумя частнымн системами интегралов соотношение 


ну, + Узуз +... | Увуи == С, ` (1310) 


‚ где С— постоянное. Такнм образом, зная частную снстему интегралов (У, Уз, ..., Ил) 
}уравненнй (130), мы получаем первый интеграл (131) снстемы . (129), линейный 
относительно нензвестных функций уу, Уз, +... › Уп. 
Если известен общий интеграл сопряженной ‘системы (130), то обший 
‚интеграл данной системы (129) представнтся и соотношениями внда (131), где за 
У, У.,..., Г, должно взять последовательно й различных. систем интегралов 
уравнений (150). . | 
Особенно подробно нзучены линейные снстемы, тождественные с сопря- 
женнымн с нимн. Для. этого необходимо н достаточно, чтобы определитель из 
коэфициентов а» был косым симметрнческим, т. е. чтобы при всяких Ги А было 
ак -- ак; =0 н, следовательно, а; 0. Еслн (у У, ..., Уп) Н (224, ..., 21) — 
две частные системы интегралов, то соотношение (131) обращается в 


У - узо | «-- + Уп2и == СопЗЕ 
следовательно, если обе системы интегралов тождественны, то мы имеем также: 
уу ... - ул — с0п%. 


Интегрирование линейной системы третьего порядка, тождественной с своею 
сопряженной, приводнтся к интегрированию уравнеиня Риккати ($ 369). Инте- 
грирование системы четвертого порядка того же вила приводнтся к интегрирова- 
нию двух уравнений Риккатн (см. упражненне 15 в конце этой главы). 

420. Линейные системы с постоянными коэфициентами. Система 
линейных уравнений с постоянными коэфициентами 


ау : „ 
с: рав аз, +... Нарун но, | 


у, 
2 - ау, ау, | ... Рау, ==0, (132) 


р 
пенье, | 
Уп 
де нь | аз 5... Рау, ==0 } 
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решается отысканием системы частных. интегралов вида; 
== а 2”, , у ==а,е”, ...» УЕ @„е”*, {133). 


где @., @.,..., @„, Г — неопределенные постоянные коэфициенты, кото- 
рые следует определить. Мы приходим, таким. образом, к уравнениям: 


(ага, -- 4,24 -- ... Е ана, ==0, 
ана -| (аа + га,-|-... аа, ==0, @34) 


21 @1 + 2 об» = ... - (ал + г) а =0, 


которые должны иметь решения, не все равные нулю. Постоянная 7 долж- 
на быть, таким образом, корнем характеристического` уравнения: 


, а1-г а;, -.- аи 
Е()=| @л аа-Р Г ++. Чл | ==0. (135) 


@ ит @ по ... Я ил + 


Обратно, всякому корню г этого ‘уравнения соответствует но крайней 
мере. одна система решений уравнений (134): ‘а, а.,..., @, где не 
все а, равны нулю, и следовательно, система интегралов вида {133) урав- 
нений (132). Если характеристическое уравнение имеет л различных кор- 
ней `г., 7,, .-. , 7, мы получим таким способом и систем частных инте- 
гралов. Эти системы различны; действительно, в ‘противном случае мы 
имели бы соотношечие вида: | ` . 

себе"... Се"”=0 
с постоянными коэфициентами С., С,,..., С„, из которых по крайней 
мере один отличен от нуля, а мы видели 45 405), что такое соотноше- 
‘ние невозможио. | 

Если г, есть кратный корень порядка р характеристического 
уравнения, то уравнения (132) допускают р различных систем инте- 
гралов вида: 


У —е'*Р, (х\, у ==е"Р, (х), ..., Уже Р„ (®), 


где Р., Р,,..., Р„— многочлены степени не выше п—1, зависящие 
от р произвольных постоянных. 

Теорема доказана для р==1, поэтому достаточно показать, что, если 
она верна для корня кратности р —1, то она будет верна и для корня 
кратности р. Для доказательства мы можем предположить, что 7, ==0; 
действительно, если заменим у, через 6^*2‚; то коэфициенты д, (== №) не 
изменятся, а коэфициенты а, заменятся через а,„-- 7. 

Характеристическое уравнение новой системы будет Бег) =0; 
оно допускает г==0 в качестве кратного корня порядка ‹р. Предполо- 
жим что мы заранее сделали это преобразование. Уравнения (132) допу- 
скают частную систему интегралов; 


ПУ =» У=а:,..., Уна, 


где а, @.,..., а, — постоянные, не все равные нулю. Допустим для 
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определенности, что @, отлично от нуля, тогда можно предположить, 
что а, ==1. Сделав замену переменных 


=, У=а7 + Т,,..., уз, 7, У» 


мы приходим к новой системе линейных уравнений с постоянными 
коэфициентами, допускающей решение У, =1, 7,=0, ..., 7, =0: 


47, 

1х + А +... НА, =0, | 

47, 

‘ах А», +... НАУ, =0, | (136) 


ооо хо ооо 


аУ. 
че К Ат + ... Ат, =0, 


— 


где новые коэфициенты имеют следующие значения: 


Аз = а, ..., А,= а 


1п 
Ара —@1,..., Ара, — Чт для {> 1. 


Характеристическое уравнение этой новой системы 


7 @12 @13 ... 1 , 

0 а. — аа, ан — “а би 4581, о 
Г) =|0 а, — в.а аз — аа: 1 ’.-- @„- 4, и — 

0 Ч) — 9„@ 3 — @„@1з ... и — @@1, -- г 


тождественно с характеристическим уравнением Р(г) =0 . первой 


системы. 

Действительно, если к элементам 2-й строки (>11) прибавим эле- 
менты первой строки, умноженные на @, уравнение Р; (Г) =0 обра- 
тится в 


г @в аз ‘+... @ 
Е а’ аз’ аз --- @ о 
1 (7) = | г а аз’ ат = 9. 
б,” Я @„з ..“ 2" + г 


Если мы теперь вычтем из элементов первого столбца, эле- 
менты второго, умноженные на @;, элементы третьего, умноженные 
на @;,..., Элементы п-го, умноженные на 97,„, то. получим 
первый столбец определителя Р(г), если примем во внимание соот- 
ношения 


ал ара. ... аа, =0 (1==1,2,..., П). 
И э. Гурса, т. П, ч. 2. 
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Итак, имеем. тождество 2; (г) = Е(г)* н, следовательно, уравнение (п — 1)-й 


степени 
Авг Аз... |, Аз 
Е, (= | Ав Аг... Аи |0, * (137) 
Аз Ад... Ау, 


допускает корень г==0 кратности р—1. Но уравнение Ё, (х} = 0 есть 
характеристическое. уравнение для системы, полученной отбрасыванием 
первого уравнения’ преобразованной системы (136). Так как теорема 
предполагалась верной для корня кратности р— 1, то эта вспомогатель- 
ная система имеет систему частных интегралов: 


7, = 0, (х), ..., 7, ==, (х), 


где ©.,..., 9,— многочлены степени не выше р —2, линейно завися- 
щие от р—1 произвольных постоянных. Заменяя У,,..., ТУ, через 


0„...› @, в первом уравнении системы (136), мы. выводим, что 
ИС, Ан [ ©, 4я—... Ан, [ ,(дах, (138) 


где С, — новая произвольная постоянная. Соответствующие интегралы 
системы (132) будут иметь вид: | 


у. =Р, (х), у,==Р,(х),..., У,==Р, (Х), . (139) 


где Р,, Р,,..., Р,„— многочлены степени не выше р—1, линейно 
зависящие от р произвольных постоянных. Итак, теорема доказана. 

Лля фактического вычисления этих интегралов предыдущие преобра- 
зования нё нужны. Если. г, — кратный корень порядка р уравнения. 
Е(7)==0, то полагаем: 


У ==" р. (х),..., ИХ-=емР, (Х), 
где Р,...., Р,„— многочлены степени р— 1 с неопределенными коэфи- 


циентами. Подставляя эти интегралы в заданные уравнения, предполагая, 
что они удовлетворяются, мы получим некоторое число соотношений 


* Во бще, если мы произведем над переменными любое линейное преобразование с постоян- 
ными коэфициентами . . 
УВ, Вне... ВаУв @(=Ь2,..., п), 


детермииантом | 5% |, отличным от нуля, то система (132) заменится нов Й линейной снстемой 
< посгоянными коэфициеитами (421): 


ау; . 
+ Ани, + ‚+ АтИн=0 .(2=12,..., п). 


Пусть Ф (г) — характеристический определитель новой системы; для любых ковфициентов Ву мы 
будем иметь Р(г)=Е(”). Это свойство очевидно в силу значения корней уравнення Е(г)=0, когаа 
корни этого уравиения различны, т. е. когда коэфициенты ау); с, стемы (132) не удовлетворяют соот- 


ношению: 
Р(ань @ць ..- ‚ @л)=0. (} 


роказывающему, что Р(ГР)=0 имеет кратные корни. . 
Отсюда мы выводим, что это свойство общее, при помощи метода, часто уготребляемого 
в` вопросах этого рода. . . 
Пусть Ур'@ць +. › @лп)-— Коэфициент при ГР в Р(г) и Фр (ац,..., апт) — коэфициент при гр 
в Р(г). Всякий раз, когда коэфициеиты @4,..., @ли ие удовлетворяют соотношению (я), мы нмеем 
равенст о {р(г)==Фр (7). Но это может иметь место только в том злучае, если 1р=Фр — тождество 
хак как Лю И фь-— Целые многочлены по а, @» +. ., @дя. . . 
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между неопределенными коэфициентами, которые позволят выразить их 
все через р из них, которые останутся произвольными. 

Каждый корень уравнения Р(’} =0 дает нам столько систем инте- 
гралов, какова кратность этого корня, поэтому всего мы получим л систем 
интегралов и докажем так же, как и ранее, что они различны. 

421. Приведение к каноииче:кому виду. Всякая линейная система с постоян- 
НЫМИ коэфициентами может быть приведена к простому каноническому виду, 


и интегрирование выполняется непосредственно. . 
Представим эту систему в несколько ином виде: 


у ан Нар +. На, У,, | 
Уз ==а у, + 422 +... + @жу , (140) 


ОИС ОИК ЗК ОКЗ за о 


Уп = 21-1 + Чо уз + ... +4 Ул, ) 
где и =. Пусть будут Г, Т.,..., Г, линейные функции от у, Уь..., У 
< постоянными коэфнициентами: 
Убил + ба +... у, (=Ъ2,..., п), (141) 


где 5, — постоянные, определитель которых отличен от нуля. Система (140) обра- 
тится в систему того же вида: 


ИАН И, + Ар +... + Ан 


п 


А И НА» +... А Й,, 


\ 


УГ Ав И, + Ао +. 
которую получим, заменяя в выражении 7; 
Г; = Ву + Бру +... + Вии == Ва ‘ан Рав... + ау) +... 
... + Ь п (ау @ио Уз + ... + Чит Уи) 


функции у, У,..., Уа Их значениями, выведенными из формул (141). Если бы 
мы рассматривали формулы (140) как определяющие линейную подстановку для 


+ Ат 


д? 


| 
(142) 
) 


переменных Уь уз ..., Ум, а Уь И, ..., Гл» как п новых переменных, то преды- 
дущие вычисления представили бы решение задачи об определении линейной под- 
становки для переменных И, И,..., ГУ» соотвествующей линейной подста- 


новке (140). Но выше мы видели ($ 410), что, выбирая соответственным образом 
переменные У, мы можем привести всякую линейную подстановку к простому 
каноническому виду *; при этом переменные распадаются на несколько отдельных 
групп, и подстановка лля р переменных Г, Г,..., Г», одной и той же группы 
имеет вид: 

У! = У, И ==5 (7+ ",), ..., 8 (а ,). (143) 


Следовательно, всегда можно соответственною заменою переменных вида (141) 
привести интегрирование системы (140) к интегрированию нескольких систем 
вида (143), где а. 

Интегрирование системы (143) выполняется непосредственно, но предпочти- 
тельнее привести ее к несколько иному кавоннческому виду. Положим для этого 
У,==5:2, (5520), тогда система (143) обращается в 


42 __ 425 42, __ 
ах == дух = 828 2%... р 82р + 2р-ь (144) 


* Выше мы предполагали, что определитель подстановки не равен нулю, тогда как определи 


тель, составленный из коэфициентов аз, может быть равен нулю. Но, сделав подстановку у=е “т, 
мы уменьшим коэфициеиты @, зн, ..., @пи На А, тогда как коэфициенты ац, где 27, не изме 
нягся. Следовательно, всегда можно выбрать Х таким образом, чтобы определитель, составленный 
из новых коэфициентов, был отличен от нуля. 


1 
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Этот новый канонический вид не изменяется при умножении всех неизвест- 
ных функций на множитель е^* и замене 5 через 5--), и следовательно, приме- 
ним Также и к тому случаю, когда характеристическое уравнение имеет нулевой 


корень. 
Общий интеграл системы (144) представится формулами; 


жм— х!- 


22-5 Ср + 2 ет + + х+ 0, (1—1, 2, ...,Р), 
или равносильными формулами, которые получим, решая предыдущие равенства 
огносительно постоянных Ср 

ха 
е-=Сь (2.— ха }е7 8х = Сь, (> — 45 то еек = Сз, ] 
| . . 

вообще, (145) 
|[&— - Ха: +52. .. (— 1-1: а] - 9—0; (=, ›2,.,Р).] 


-ы 
422. Уравнение Якоби. Возвратимся к системе трех линейных уравне- 


ний с постоянными коэфициентами; представим ее в виде: 


ах + бу - сг, | 


`а 

ау 

чех ВУ с.г, (146) 
42 

= 4х + 6ъу- сог, ] 


где #— независимое переменное. Сложим эти три уравнения, умножив их, 
соответственно, на у 42 —24у, г4ах—хаг, хау— у4х, мы получим: 


(ах + ву-|- 22) (у 4г — 245) + (вх + ву-|- с12) (24х— хаг) - \ 147 
—- (ах БУ- с›2) (хау— уах) = 0. р ) 


Это уравнение однородно относительно х, у, 2, и следовательно, его 


х 
можно заменить соотношением между —_ —и ра . В самом деле, полагая 
г 


в нем х=Х2, у= У2 и деля на 23, получим уравнение Якоби ($ 367 


и 377): 
— (ах У оау-- (ах уУ-ерах-- | 


+ (ах, У + с,) (Ха? — уах)==0. (148) 


Пусть будут х ==/(1), у=ф (1), 2г=0Ф(1 интегралы уравнений (146). 


При изменении # точка с однородными координатами х, у, 2 [ ее де- 


х 
картовы координаты суть Х = >, У =*) описывает некоторую плос- 


кую кривую Г, представляющую, как это следует из предыдущих вычис- 
лений, интегральную кривую уравнения Якоби (148). Следовательно, инте- 
грирование уравнения Якоби приводится к интегрированию системы (146), 
т. е. к решению уравнения третьей степени, как мы это обнаружили 
другим способом ($ 367). 
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Если характеристическое уравнение имеет три различных корня 541, $», 53, то 
на основанин рассуждений предыдущего параграфа общий интеграл системы (146) 


имеет вид: 
Ре-й—= С, Ое-— С Юе- = Су, (1) 


где Р, О, Ю — однородные линейные функции относительно х, у, 2. Отсюда 
нетрудно получить однородное выражение нулевой степени, не содержащее пере- 


менного Ё 
Р5:-$ 0-5 Юз-я К, (в) 


и мы приходим к формуле, уже найденной выше другим методом. 

Нетрудно также исследовать случаи, когда характеристическое уравнение 
имеет двойной или тройной корень; мы рассмотрим только тот случай, когда фор- 
мулы, представляющие общий интеграл, образуют две или одну группу. В первом 
случае эти формулы имеют вид: 


Ре-зи = С, (9 —)е-и= С, Ве- = Су (1) 
а во втором: 
Ре-зи = С, (@ —Р)е-и—= С, (® — + о Р) е-$ — Су (111) 


где Р, О, К попрежнему обозначают однородные линейные функции переменных 
х, У, 2. Исключая Ё и! формул ([), получим однородное соотношение нулевой 
степени, не зависящее от & 


Юю 9 
ре" РК, ® 
а из формул (Ш) — соотношение 
2РЮ — (3 
у К. $) 


Соотношения (а), (8), (4) представляют три возможных вида общего интеграла 
уравнения Якоби. | 

423. Системы с периодическими коэфициентами. Рассмотрим систему трех 
уравнений вида (116, но в которых козфициенты а, 8, с,,.. суть непрерывные 
функции переменного 5 имеющие период в >> 0. 

Пусть будут (хь Ув 24), (Хь У» 20), (Хь Уз, 24) три независимые системы 
интегралов; функции ° 


ХО = ХКЕ- 9 У, @ =УЦЕНоь 2; = ак о) 


также образуют систему интегралов, и следовательно, мы имеем три группы соот- 
ношений вида ($ 415): 
Х,— ах, + вах авх» (Ё=1, 2, 3), | 
7; == алу1 + @луз - @вуъ } (149) 
2, = аи + @в2з + ав2ъ ) 
где а» — постоянные коэфициенты, определитель ) которых не равен нулю 
в самом деле, мы имеем соотношение: 


хх И А Ж У 2 
№ № 2 =] № № 2 
№ И 2 № 3 2 


и, принимая во внимание формулу (125) и повторя: прежние рассуждения ($ 400 
и 418), получаем: 


® 
[ати а 
0 
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Следовательно, когда переменное # возрастаег на период ®, функции х, (6, 
хз (1, хз(Ь) переходят в функции Ху, Хь Хз посредством следующей линейной 
подстановки, определитель которой не равен нулю: 


А = аи + ааха + аз, 
Аз — ах -- аъхо -- аж, (151) 
Хз = ах + азаха + азз Ха. 


Для двух других систем функций имеют место такие же преобразования Но 
мы знаем, что можно заменить три интеграла х\, хо, хз их тремя независимыми 
линейными комбинациями с постоянными коэфициентами таким образом, чтобы 
формулы (151), определяющие новую личейную подстановку, получили простой 
канонический вид. Взяв те же линейные комбинации функций (у, у» 3) и 
(24, 2, 23), мы получим три системы функций, которые преобразуются о.ною и 
тою же линейною полстановкою канонического вида, когда # изменяется в Ё -|- ®. 

Очевидно, что это рассуждение имеет общий характер и применимо ко вся- 
кой однородной линейной системе с п неизвестными и с периодическими коэфи- 
циентами. Пусть будут уь у»,..., Уи неизвестные функции; можно определить 
п таких независимых систем интегралов уу» Ур... , Уи: (=12,..., п), чтобы 
п функций Ук, Ур»... Ув превращались в другие функции некоторою линей- 
ною подстановкою канонического вида, когда # изменяется в Ё-|- ®, причем эта 
линейная подстановка — одна и та же для всех указателей А. Огсюда получаются 
такне же следствия, как и выше ($ 416); все интегралы выражаются через про- 
изведения показательной функции вида е® на периодические функции от # или, 
общее, на многочлены от Ё, коэфициенты которых суть периодические непрерыв- 
ные функции от & 

Пусть будет 

Уна 22, Уатта», ..., Ул, = 22. 


частная система интегралов, где 21, 2%,..., 2, суть многочлены относительно # 
с периодическими коэфициентами, из которых по крайней мере один имеет сзе- 
пень р, и нет ни одного по степени выше р. Из этой системы интегралов можно 
составить р— 1 других систем вида: 

Ув ==е 2, Уз — ель. ..’ Ут = О), 


— о. ооо оо 


Яр== еи[Хр-02,, упр = еир 2-0 2,..., Упр = ее - 02, 


где производные 02, взяты при условии, что периодические коэфициенты 
при степенях переменного # рассматриваются как постоянные ($ 416). Таким 
образом все системы интегралов данных уравнений можно вывести из несколь- 
ких из них. Действительное определение этих интегралов, относительно которых 
мы знаем только их аналитический вид, прежде всего зависит от решения неко- 
торого алгебраического уравнения п-й степени, которое и здесь называется 
характеристическим уравнением системы. Коэфициенты этого уравнения можно 
получить, вообще, только посредством приближений, как и в случае одного 
уравнения 'и-го порядк ($ 41/). 

424. Приводимые! системы. Рассмотрим систему однородных линейных урав- 
нений вида (140), коэфициенты которых суть ограниченные, непгерывные `дей- 
ствительные функции действительного переменного Ё при всех значениях этого 
переменного, больших некоторой границы &. Произведем над этою системою 
преобразование внда: | 


били Е бы... Вы @=102,..., п), (152) 


где коэфициенты 5;, удовлетворяют следующим условиям: 1) при Ё > & они суть 
ограниченные непрерывные действительные функции ‘переменного & 2) они 
имеют производные, удовлетворяющие тем же условиям; 3) обратное значение 
определителя, составленного из 8;, ограничено Если мы примем функции 2, за 
новые неизвестные, то ясно, что система (140) превратится в линейную систему 
‚ого же вида, как и первая. В самом деле, мы имеем: 


7:1 : О 
ЧЕ вн ии + .-; 
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отсюда, заменяя у, Уз,.-., Уп Их выражениями из уравнений (140), получаем: 


42; 

Е — са св уз +... - биуи, 

причем коэфициенты с;, обладают теми же свойствами, как и коэфициенты аи. 
Теперь остается только заменить в этих новых формулах у, Уз, ..., Ул их выра- 
жениями в функции новых неизвестных 2}, '2,..., 2, из формул (152). = 

Если возможно выбрать коэфициенты 6, преобразовання таким образом, 
чтобы новая система была системою с постоянными коэфициентами, то Ляпу- 
нов, называет такую систему приводимою *. : 

Всякая система, коэфициенты которой суть функции непрерывные, дей- 
ствительные и периодические с общим периодом в, — приводимая. 

В самом деле, рассмотрим сопряженную систему, которая есть также 
Система с периодическими коэфициентами. Пусть будет 5 корень характеристиче- 
ского уравнения и а соответствующий характеристический показатель. Чтобы 
взать самый общий случай, предположим, что этому показателю а соответствует 
группа из р частных систем интегралов рассмотренного выше вида ($ 423). Сле- 
довательно ($ 419), из. этой группы интегралов сопряженной системы мы 
получим р линейных первых интегралов данной системы вида: 


еи (иг 4 Уэ2 ... + Уи2п) = Сь 
2! [40 (21) + У20 (25) +... + уиб (2) == Съ 


ооо 


еб -9 (2) + зе - (ед губе (реб 


Где 2 2,..., 2 — многочлены относительно Ёие выше (р— 1-Й степени с 
периодическими коэфициентами, и производные ДО (2,) взяты при условии, что 
эти коэфициенты рассматриваются как постоянные. Располагая эти первые инте- 
гралы по степеням &, мы можем представить их иначе в виде: | 


_1Р-! 10-8. 
и [Ся "рэ +... =И,| =Сь ] 

[бя и-вези+- =, =< (153) 
© [Ся Пе а... = ›-!| = , 


2 У С» 

гле И, Уф ..., Ир суть независимые линейные комбинации с периодическими 
коэфициентами переменных У, Уз, ..., Ур; В самом деле, если бы Г» У....., И 
не были независимы, то мы получили бы из формул (153) соотношение между 
произвольными постоянными Си, С»..., С, и переменным #`Если мы примем 


выражения У, Г,. ., У, за новые неизвестные, то формулы (153) представят 
как раз общий интеграл системы ливейных уравнений ($ 421) 

ау, ду. ` У 

д -— И, дач: + У, +. ея 47, У, (154) 


Применяя те же рассуждения ко всем группам первых интегралов, опреде- 
ляемых группами интегралов сопряженной системы, мы видим, что данная 
система переходит в линейную систему с постоянными коэфициентами посредст- 
вом преобразоваиия вида 


У, = фи У4 + Фа + +- + + Фи У (155) 


где коэфициенты ф;» суть периодические функции с периодом о. 

Обратное значение определителя О коэфициентов $; о’раничено при # > 4; 
чтобы это видеть, достаточно показать, что этот определитель 2 не может обра- 
щаться в нуль при Ё# > В. Рассмотрим для этого п независимых систем интегра. 
лов (ул, .-., Ут) Первой системы и п соответствующих систем (Ун,..., Ум) 
преобразованной системы. Определитель 2) равен частному от деления опреде- 
——_—_—_—_—___———_— 

*А. М. Ляпунов, Общая задача -об устойчивости движения, издание Харьковского мате- 
матического общества. : 
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лителя из Ум на определитель из ук. а мы знаем. ($ 418), что при всяком конеч» 
ном значении # два последних определителя имеют конечные значения, отличные 
от нуля; следовательно, между в и & {о абсолютное значение определителя О 
остается большим некоторого положительного минимума. 

Чтобы закончить доказательство, мы можем предположить, что характеристи- 
ческое уравнение сопряженной системы не имеет действительных бтрицатель- 
ных корней, так ‘как достаточно рассматривать период ‘2% вместо периода ох, 
чтобы заменить этот корень его квадратом [$ 416, уравнеиие (110)]. Если ‘характе- 
ристическое уравнение имеет только действительные положительные корни. то 
очевидно, что можно предположить, что все функции $;„ в формулах (155) дей- 
ствительны, и это преобразование удовлетворяет всем ‘трёбуемым условиям. 
Кроме того, все характеристические показатели будут действительны, и преобра- 
зованная система будет иметь действительные коэфициенты. Но, если характерн- 
стическое уравнение сопряженной системы имеет сопряженные мнимые корни, 
то к каждой группе из р таких линейных комбинаций, как У, У’,..., У» куда 
входят мнимые количества, можно присоединить группу, составленную из мнимых 
сопряженных количеств, и ясно, что, комбинируя эти иовые переменные ‘попарно 
и произведя над ннми преобразования вида (152) с действительными коэфици- 
ентами, мы и здесь придем к системе с действительными постоянными козфи- 
циентами. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Проинтегрировать линейные уравнения: 
УИ\У) — 2у" + у= Аех + Ве-х -- Сэт х-+- Осозх, У(М)- у” =, 
УШУ —у=2ех —4с05х, 
у" — Зу' + 2у== (ах + 5) ех + се-%, 
ду” — Эху" + 9у =1- 2х -- Зха Гар х, 
ху" — ху + Зуд + рх-+ 4, 
жму" — Зму" | 7Тху — 8у — №3 — 2%, 


х 
ах 
ху" — Зху + 4у= м +| —, 
п 
И 


дву" — Эду" — 37ху — б4у = [а + ВГорх + с (ой я, 
ху” - 2 ху — Зу—= хех — пх, 
ху” -|- Зху - у=/(х). 
Доказать, что, если функция /(х) голоморфна в области начала координат, то 


последнее уравнение имеет частный интеграл, голоморфный в той же области. 
2. Проинтегрировать ‘системы линейных уравнений: 


ль боль оне 9 
5х Ну с05 1, и — Е Зу=0; (8) 
ев 2 14+ 202 — ех, | р 

У 342 у + За е-5, 
ЧА ну 2=0, 2—0, неа 0; (8) 
Чех о, Фу 420, 4х0, [о 
ЧУ 3-82 — 4и==0, ЧЕ у 52 + 2и==0, 6) 


аи . 
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УЧ Пу—224+2(1—\и=0, 
АУ 20-— 1) и=0, } [(9) 
и Ну (2 — Пи=0, 
3. Найти общий интеграл уравнения: 
(25 + Пу’ + (4—2) у — ву = (69+ х—Эех, 


если известно, что уравнение без правой части имеет частный интеграл вида етх, 
где т -— постоянное. 
4 Доказать, что диференциальное уравнение 


(и — Пу’=и (п + Пу, 


где п — целое положительное число, имеет интегралом некоторый многочлен 
у;==Р (х). Вывести отсюда второй интеграл того же уравнения 


= Руов (т) +0, 


где О (х) — также многочлен. 
5. Доказать, что линейное диференциальное уравнение 


ху" — ха ууУ м =0, 


где ви у— целые положительные числа, имеет интегралом ‘некоторый многочлен 
у. =Р (х). Вывеетн отсюда второй ‘интеграл того же уравнения уз — е*0О.(х), где 
О (х) —также многочлен. 

6. Найти необходимое и достаточное условие того, чтобы линейное уравне- 
ние у’ -+ ру’ д4у==0 имело два независимых интеграла у; и у» связанных 


соотношением у уз =1. Предполагая, что р = — Е найти коэфициент 4 и общий 


интеграл. 
7. Вывести формулу (23) стр. 115 из выражения (11) ($ 400) для определи- 


теля А(у:, У... , Ул). 
8. Показать, что уравнение Бесселя 


ху" +2 (т Пу + ху=0 
имеет частным интегралом функцию, представляемую определенным интегралом 
1 
1 
у = \ (1 — 22)” соз хг 42, 
| 


если действительная часть числа т больше, чем —1. Если т есть целое положи- 
тельное число, то этот интеграл имеет вид (т. |, $ |, упражнение 21): 


2.4.6... 2т(Изшх + Усозх), 


1 а 
где (и У— многочлены относительно Я с целыми коэфициентами, и общий 


интеграл есть 
Уу=С(Изах+ Усоз х) + С' (Узтх — Исозх. 
[Эрмит.] 


9. Показать, что, полагая у = #2, можно присести интегрирование системы 
линейных уравнений: 


@а2 
с ау 62 =0 ах 1 ау + 612 ==0, 


где а, №, а, В: — функции от м, к интегрированию уравнения Риккати 


Иа) фай =0 
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ик вычислению интеграла 
а + Нах. 


(См. вторую выноску 6 452.) 
10. Доказать, что отношение 2 двух независимых интегралов линейно: о 
уравнения 
У РУ + 4у=0 
удовлетворяет диференциальному уравнению третьего порядка: 
2" 3/2 1 , 
| а —— р. 
2—2 (#) 9—5 -Р 


11. Дано диференциальное уравнение 
х (у’— У) — ау=0, (Е) 


где а— постоянное; найти такой путь интегрирования Г, чтобы функция у(х), 
представляемая определенным интегралом 


у (х) = ( езхза- (= — 1)-@-1 42, 
(1) 

была частным интегралом уравиения. (Е). Доказать, что, если число а — целое, то 
уравнение (Е) имеет частный интеграл, не содержащий знака квадрагуры; выве- 
сти отсюда общий интеграл и выразить его через возможно меньшее число 
трансцендентных функций, . 

12. Определить функции Р(# и О (1) так, чтобы функция у, представляемая 
формулою: 


.х хо 
уе а) (70Р04+и-5\10004, 
р. а ` 


была интегралом диференциального уравнения у” ==} (х) при всяком виде функ- 


ции Г (х). ШИ , . 
13. Доказать, что общий интеграл линейного уравнения 


ху" -г [п + хР (ЖД у + п+1 О (х) у=0, 


где функции Р(х) и О (х) голоморфны в области начала координат, однозначен 
в этой области (число п — целое, большее единицы). 
14*. Доказать, что уравнение вида 
пу, ап-1у ЯрР+1у ар 
"ПР тп + хп-р-1 (@7 <) тг +. . + Ол = (х) ПУР+Г + О .-р (х) р + -. 
.. + О, (<) у=0, 


где функции О, О,..., ОФ, големорфны в области начала координат, имеет 
интеграл, голоморфный в этой области, причем можно задать произвольно значе- 
ние эгого интеграла и его р— 1 последовательных производных при х=0, если 
ни одно целое число, бельшее, чем (р— 1), не будет корнем уравнения 


(-р)... Г—п+0+ 9.0 (-Р... (1+2) +... 4 0,-„ 0) =0. 
[Гурса, Аппеез ае ГЕсойе Могтае, 1883, стр. 265.] 


Применяя прием, аналогичный приему $ 412, мы сведем дело к доказатель- 
ству того же предложения для уравнения вида 
`ари М ГаР-ш аи ` 
м (4-м, 1, 
хр 1 х \АхР-1 ах 
Га 


где 
ц=у+ху +... + м-в ут-р. 


[с к |9 (ах... |, (х) ах | 
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15*. Пусть будет (Е) система четырех линейных уравнений, тождественная 
со своею сопряженной системою ($ 419): 


ау; , 
дх == 4 У, + @ву, + ав Уз + @луь аи +аы=0 @=1, 2, 3, 4). (Е) 
Эта система имеет первый интеграл у;? -- уз? узз - ул? == С. Еслн С ==0, томы 
удовлетворим предыдущему соотношенню, полагая 
Яр —®), у,=Р И), уз=Р(Ы— 8), ув=ЕрЁ(и + $); 
внося эти выражения для у., у», У» 5, в уравнения (Е), получим систему трех 
уравнений: , 


22 — (аи + а) (п — 9 + 20 + (аи + м) "+9, 


21’ == (аа + 24) (1 + 12) + (аз + 254) П — 12) + 2 (аъ + ашт, 
22 = (ан - аз) (Е Е 8) + (ав + 954) 1 — 8) + 2 (аз + ан), 
из которых два последних суть уравнения Риккати. Пусть будут п==Х(х, С\), 


==Ф(х, С») общие интегралы этих двух уравнений; тогда общий интеграл урав- 
нения относительно р определится формулою: 


> 


ГГурса, Сотрёез гепаиз, т. СУТ, стр. 187 и т. СХГУШ, стр. 612.] 


16. Доказать равенство, в котором левая часть содержит п ‘знаков интеграла: 


х Хх х х 
ъ 


ак ет | 9—0, 
№ 


№ Е: Ж Ж 


показав, 910 обе части суть частные интегралы одного н того же линейного 
диференциального уравнения п-го порядка, удовлетворяющие одним и тем же 
иачальным условиям. 

17*. Доказать, что интеграл $ (х, а) линейного уравнения Р(у)=0 (стр. 113), 
рассматриваемый как функция переменного а есть интеграл сопряженного 
уравнения С (2) =0, где х заменено через а. 

[Чтобы доказать это предложение, заметим, что ингеграл уравнения РА (у) =0, 
принимающий вместе со своими п— 1 последовательными производными при 
х= ху те же значения, как функция * (х) и ее п—1 последовательных ироиз- 
водных, имеет выражение 

х 


уя 9 — Ре а) 4а, 


№ 


где 2==л (а). Ингеграл, стоящий в правой части, должен зависеть только от т (х), 
п (6), п’ (2), ..., п"-9 (5). Но его можно представить также в виде [$ 4.4, 
формула (32}]: 
х _ х 
ео (х, а) 4а = {4 [2, $ (х, 1} —(=6 [$ (х, а)] аа, 
‹ =№ 


Ж% № 


и ясно, что предыдущее условие уловлетворится только в том случае, если 
С[+(х, &)] =0. Отсюда нетрудно вывести, что функции %(х), определяемые 
уравнениями (А) (выноска на стр. 113), образуют фунзаменгальную систему инте- 


гралов сопряженного уравнения. | 
—_—__ 


ГЛАВА ХХ1, 
НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 


1. ОСОБЫЕ НАЧАЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ. 


При доказательстве существования интеграсьных функций, принима- 
ющих данные начальные значения, существенно предположение, что пра- 
вые части данной системы уравнений голоморфны вблизи этих начальных 
значений ($ 383). Здесь мы исследуем, ограничнваясь только одним 
уравнением, несколько простых случаев, когда это условне не удовле- 
творяется. 

425. Случай, когда первая производная обращается в бесконечность. 
Рассмотрим уравнение первого порядка 


- = =/И(х, У), (1) 
х 


правая часть которого /(х, у) обращается при значениях Хх == У==У 
в бесконечность и притом так, что обратное значение 
д, У=- 
х, У = ———- 
1 Их, у) 
голоморфно вблизи х==х,, у=у,. Рассматривая у ‘как независимое 


переменное, а х как неизвестную функцию, мы можем представить преды- 
дущее уравнение в виле: 


ах 1 

=. =А(х, У). (2) 
Чу 1х, У) 

Но, по предположению, правая часть #, (х, У) голоморфна при х==ду, 
У==У; поэтому к уравнению (2) применима теорема Коши: существует 
интеграл, и притом только один, стремящийся к хо, когда у стремнтся 
к м, И этот интеграл голоморфен в области точки у,. Так как 
ах 
ду— 1% У) равно нулю при х=х,, у==уУ, (в противном случае 
функция /(х, у) была бы также голоморфною), то разложение функции 
х— х, В целый ряд по степеням у — у, необходимо начинается с члена 
не ниже второй степени. Пусть будет 


ХА (у - Аи (Уф ТН... (т2, АО) (3) 
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это разложение; из формулы (3) получаем обратное разложение у — у, 
: 1 


по степеням (х— хо” {$ 356): 
1 2 
у— == а (х — м)" На, (и— х)”"--... (4520). (4) 


Следовательно, уравнение (1) имеет интеграл, и притом только 
один, стремящийся к у, когда х стремится к х, и точка ху есть 
для этого интеграла алгебраическая критическая точка *. 

426. Случай, когда значение первой производной неопределенно. 
Полное исследование всех случаев, когда значение первой производной 
неопределенно, значительно сложнее. Мы начнем с уравнения, изученного 
Брно и Буке **:; 


ху — бУ— ах Нах ацху На» у -...=9(х, уь (5) 


где правая часть голоморфна в области точки х==у==0. Посмотрим, 
имеет ли это уравнение голоморфный интеграл, обращающийся в нуль 
вместе с х. Для этого подставим вместо у в обе части уравнения (5) 


целый ряд: 
у=ах Нем -... Не -...;. (6) 


после подстановки найдем, что коэфициент при х” в левой части равен 
(п — 6) с», а коэфициент при х” в правой части есть некоторый много- 
член 

Ри (@ло» ао, +++: @0пз Сл ++» Си-1} 
все коэфициенты которого суть целые положительные числа, и который 
содержит только коэфициенты с,, с,,..., С._1 и коэфициенты а. 


Таким образом для последовательного определения коэфициентов ряда (6) 
мы получаем рекуррентное соотношение 


(п — 6)с,=Р, (@л» а, --., @0з С1, С» ..., Сил) (П=1,2,...), (7) 
из которого можно последовательно определить все эти коэфициенты, 


если только 8 не равно целому положительному числу. Устраним пока 
из рассмотрения этот случай; тогда из соотношения (7) будем иметь: 


@ 0 с __ @зо-Н ая + @в»с,? 
1—2’ 2? 2—ь А 


6) —= 


и т. д. Сумма ряда (6) представляет интеграл уравнения (5), обращаю- 
щийся в нуль вместе с х, если только этот целый ряд имеет радчус 
сходимости, отличный от нуля. В самом деле, тогда мы имеем право 
произвести все вычисления, при помощи которых мы определили коэфи- 
циенты этого ряда (т. Ь $ 183). 

Чтобы доказать, что ряд (6) — сходящийся, заметим сначала, что, 
когда п принимает все целые значения 1, 2, 3,... до бесконечности, 


* Геометрически эго значиг, что через точку (Хх, Ус) проходит интегральная кравая, и при- 
том только одна; точка (хо, Уз) есть обыкновенная точка этой кривой, и касательная в этой точке 
есть прямая х=хо. В теореме предполагается, чго функция Х, (х, У) не обращается в нуль при 
х=ло тождественно, т. е. для всякого зиачения у; в самом деле, в этом случае ннтеграл уравне- 
ния (2), прннимающий значение м при у=у., обращается в х=ж, и уравненне (1) не имеет инте- 
грала. стремящегося к уу, когда. х стремится к №. 

4% Лоигпа! 4е РЕсые .Рорлесйгидие, т. ХХ!, 1856. 
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дробь гу которая по предположению не обращается в бесконечность, 


и — 
стремится к нулю. Следовательно, модуль этой дроби имеет некоторый 


максимум В’, и мы имеем при всяком значении целого числа п нера- 


венство. 


1 | 
=—.С - дет 
= 5 у другой стороны, `пусть будет 


Ф(х, УРА х-А Ах Ар... АМ... 


усиливающая функция для ф(х, у), не содержащая ‘ни постоянного 
члечя ни члена с И; например, можно взять функцию вида 


М у 


но для дальнейшего рассуждения нет необходимости точно устанавливать 
вид этой функции. По общей теореме о неявных функциях (т. [, 5 184), 
вспомогательное уравнение 


ВУ—=Ф(х, У) (8) 
имеет голоморфный корень, обращающийся в нуль вместе с х. Пусть 


будет 
= СЖ... Сх-... (9) 


разложение в целый ряд этого корня. Чтобы вычислить коэфицирнты С,, 
можно подставить в обе части соотношения (8) вместо У разложение 
(9); мы получим рекуррентную формулу 

ВС, =Р, (Ао, А+ --, Ася; С, С., р С _1), (10) 


где Р, есть такой же многочлен, как и в формуле (7), но в котором аъ 
заменены через А,, и с, — через С,. 
Из самого выбора постоянного В и функции Ф(х, У) следует, что 


[а | == А ив 
Поэтому, если будет 


1115 С, [68| < С, ..., |би-1| < Си 


то будет также и |с„|<С,„, так как все коэфициенты многочлена Р, 
суть положительные целые числа. Но мы имеем `| а}, | < Аз, ‘и следова- 
тельно, |с, |<. С;; отсюда мы заключаем, что ряд (9) есть усиливающий 
для ряда (6); следовательно, ряд (6) — сходящийся в области начала 
координат. Таким образом, если коэфициент 6 при у в уравнении (5) не 
равгн целому положительному числу, то это уравнение имеет один 
и только один голом рфный интеграл, обращающийся в нуль вме- 
сте с х. 

Чтобы закончить изучение. голоморфных интегралов, обращающихся в нуль 
вместе с х, ос'ается еше рассмотреть тот случай, когда $ равно целому положи- 
тельному числу. Предположим свачала, что 8 ==1; тогда гервое-из- соотношений 
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(7) приводится к ак = 0. Следовательно, если аз не равно нулю, то голоморф- 
ного интеграла, удовлетворяющего даиным начальным условиям, не существует. 
Если же @%==0, то, полагая у=—=\х, мы придем к уравнению: 


№ —ф(х, №) = а + аи + а + ..., (11) 


причем функция $ (х, №) голоморфна, если |х|<г, || < А, где ги Л— поло- 
жительные числа, выбранные соответственным образом. Но уравнение (11) имеет 
бесконечное множество интегралов, голоморф+ых в области начала координат, 
так как при х==0 можно взять для \ произвольное значение }\;», соблюдая только 
условие | № | < А. Следовательно, в этом случае уравнение (5) имеет бесконечное 
множество голоморфных интегралов, обращающихся в нуль вместе с х. 

Если 6 равно целому положительному числу, большему единицы, то коэфи- 
циент при х в разложенни голоморф ого интеграла, обращающегося в нуль при 

би. @ 10 

т Я сделав преобразование У=ТоЬим, Мы. 
придем к уравнению того же вида, у которого коэфициент при )\ равен 6—1; 


АП ан ха а фах ...; 


следовательно, посредством ряда преобразований этого рода мы придем к только 
что рассмотренному выше случаю. Таким образом, если $ равно целому положи- 
тельному числу, то уравнение (5) или не нмеет ни одного голоморфного инте- 
грала, обращающегося в нуль вместе с х, или имеет их бесконечное множество. 

Брио и Буке исследовали также, существуют ли интегралы не голоморфные, 
стремящиеся к нулю вместе сх, и доказали, что уравнение (5) имеет бесковеч- 
ное множество таких ичтегралов, еслн действительная часть количества $ поло- 
жительна *, Эту теорему нетрудно доказать, пользуясь методом последовательных 
приближений. Заметим сначала, что, если действительная часть количества В 
положительна, то, не уменьшая общности, всегда можно предположить, что эта- 
действительная часть больше единицы, % (5) > 1. В самом деле, сделав в урав 
нении (5) замену переменного х=—х"”, где п целое положительное число, мы 
придем к уравнению того же вида, но в котором В заменено через пб. Таким 
образом мы предположим, что У (5) > 1, и В не есть целое число. Как мы только 
что доказали, уравнение (5) имеет голоморфный интеграл у, обращающийся 
в нуль вместе с х; полагая у= у, + и, мы приведем уравнение (5) к вилу: 


хи — фи (х, а Ни) — + (х, у) =иф (а, и). 


Так как функция +(х, у) не содержит члена с у, то функция ф(х, и) не 
содержит постоячного члена, и предыдущее уравнение можно представить иначе 


в виде: 
хи" — би=и [ах Ш... ]. 
Положим, далее, и —\х?, где \) — новая иеизвестная функция; тогда уравне- 


ние примет вид: 
=) (а-+ № х-1--...) = ЕР) х, х6-), (12) 


х==0, должен быть равен 


где Р обозначает. целый ряд, расположенный по степеням }, х, хё“!. _Проведем 
в плоскости переменного х из начала координат две полупрямые с аргументами 
ори, (6 в «в + 2") и рассмотрим круговой сектор А, ограниченный этими 
прямыми и дугою круга, описанного из начала координат ралиусом, равным /. 
Если х остается внутри сектора А, и если, с другой стороны, модуль |^| 
остается меньшим некоторо’ о положительного числа [, то, при достаточно малых 
ги р функция Р(), х, хё-1) будет голоморфною **. Соединим прямолинейным 


* Легко убедиться в спрэзведливостн этой теоремы в том случае, если Ь представляет собою 
величину, обратчую целому числу п, В самом деле, полагая в этом случае х=х’”" (п >> 1), мы при- 


ходим к уравнеиню х"’ ях — у=/(х', У), в правой частн которого нет членов со степенью меиьш.й 
п, и следовательно, как мы ввдели, оно допускает бесконечное множество голоморфных относн- 
тельно х' интегралов. обращающихся в иуль при х'==0. 

** Если х приближается к началу коордниат, оставаясь виутрн сектора А, то производная от 
функцнн Р по х может обращаться в бесконечность, еслн действительная часть колнчества #—9 
отрицательна, но в мезоде последовательных приближений эта производная не участвует. 
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отрезком начало координат с какою-нибудь зочкою х сектора А и возьмем за 
начальное значение переменного \ произвольное значение ), модуль которого 
1№1< Е Мы можем применить к уравнению. (12) метод последовательных при- 
ближений (5 390); именно, рассмотрим последовательно интегралы: 


х х 
= + бы. х, дах, = | Р(ь, х хо- ах, 
0 % 
и, вообще, 
х 
№ + | Рбы-ь х 46-0 4х, 
0 


где все интегралы взяты вдоль проведенной нами прячой. Все основные предпо- 
ложения, необ`одимые для доказательства, здесь имеют место; все функции )‹(х), 
№ (<), ... голоморфны в секторе А, и функция \„(х) стремится к некоторому 
пределу Л (х), если г достаточно мало. Поэтому уравнение (12) имеет интеграл, 
голоморфный в секторе А н стремящийся к №, когда х стремится к нулю, и 
следовательно, уравнение {5) имеег бесконечное множество интегралов, не голо- 
морфных в области начала координат, стремящихся к нулю при приближенни 
точки х к началу координат и зависящих от произвольного параметра №. Таким 
образом теорема Брио и Буке локазаиа, ° 

Условие, чтобы действительная часть количества Ь —1 была положительна, 
существенно. В’ самом деле, когда переменное х приближается к началу коордн- 
нат, оставаясь внутри сектора А, то его аргумент. заключается между 5 и о, 
и его модуль стремигся к нулю. Пусть будет. х == ре, В —1==в 4-уй мы имеем: 


х—1 — ее) (юр) 20108 р — 0 е 10 р + ро), (13) 


если р ‹тремится к нулю, причем х остается внутри границ Фу и хх, то „Юр — ую, 
оставаясь отрицательным, иеограниченно возрастает по абсолютному зиачению, 
и модуль | хё-*| стремился к нулю, Напротив, если действительвая часть количе- 
ства $ — | отрицательна, то, когда х, остоваясь в секторе А, стремится к нулю, мо- 
дуль | х8-# неограниченно возрастает; поэтому в этом случае функция В` (1, х, хё-1) 
уже не булет непрерывною в начале + оординет, и предыдущее доказательство здесь 
неприменимо. : 

Брио и Буке доказалн, что, если действительная часть количества Ь отрица- 
тельна, то уравнение (5) ве имеет другого интеграла, стремящегося к иулю 
вместе с х, кроме голоморфного. Но их доказательство, очень похожее на . ока- 
зательство, приведенное в выноске на стр. 55, содержит предположение, что пере- 
менное х стремится к началу координат ваоль пути конечной длины и с опреде- 
ленною касагельною в начале координат, и заключение Брио и Буке верио только 
при этом условии. Чтобы. дать понятие о трудности этого вопроса, рассмотрим 
функцию х? и предположим, что действительная часть в количества $ отрица- 
тельна, а коэфициент» при { отличен от нуля; тогда модуль | хё | равен ей 10 2—5. 
Если переменное х описывает кривую, неограничеино приближающуюся к началу 
координат, то в10вр действительно стремится к -- 00; но, если в то же время 
абсолютное значение аргумента х возрастает так, что разность № Юр — у остается 
отрицательною и неограниченно возрастает по абсолютному значению, то 
модуль |х8| будет стремиться к нулю вместе с |х|. Если >, то достаточно, 
чтобы переменное х описырало, например, логарифмическую спираль, предста- 

У У 
вляемую уравнением р—е?», так как в этом случае мы имеем |58]=е 2, 
и, если аргумент ® стремится к - со, то модуль | х|==р и модуль || сдно- 
временно стремятся к нулю. 

Если действительная часть количества 6 отрицательна, и вместе с тем дей- 


Г 
ствительная часть количества -; отлична от нуля, то исследоваеня Пикара 


н Пуанкаре показывают, что уравнение (5) имеет бесконечное множество неголо- 
морфных интегралов, зависящих от произвольного постоянного и стремящихся 
к нулю, если переменное х описываег путь, подобный только. что указанному, 
вдоль которого модуль |х8| стремитея к нуяю. Противоречие между этим 
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результатом и теоремою Брио и Буке — только кажущееся, так как в обоих слу- 
чаях мы находимся в совершенно различных условиях. Заметим, в частности, что 
если переменное х может принимать только действительные значения, то оно не 
может бесконечное множество раз обходить вокруг начала коордннат, и, следова- 
‚тельно, если действительная часть количества @ отрицательна, то уравненне (5) 
не нмеет никакого другого интеграла, стремящегося к нулю вместе сх, кроме 

голоморфного. 
Все эти выводы легко проверить на простом уравнении ху’—ах + ву, 


ах .. 
общий интеграл которого есть У=уШЬ С, если 8—1 не равно нулю, 


и.у=ах 198 х4+- Сх, если В — 1—0. 
427. Мы дадим только некоторые указания относительно того случая, 
когда мы имеем общее уравнение вида: 
ау _ ах ву сх -- 24ху + ет? +... 


у 
ах ахуе + ху ре... Х’' (4) 
+ + 


где Хи У-- целые ряды, сходящиеся, если 
[х| т, 1у|<.. 
а 
Мы здесь предположили, что ие умвнышает общности, что делается 


неопределенным при системе зиачений х —= у=0. Положим в уравне- 
нии (14) у=оух; тогда оно примет вид: 


42 _а-- вю — (а + Во) хф(х, 9) 


“пх а о хф(х, э) ' 
где ф(х, 9) и Ф(х, 9) — целые ряды, сходящиеся, если одновременно 
|х| г, |9х|<г. Если уравнеиие (14) имеет голоморфный интеграл, 


обращающийся в нуль вместе с х, то коэфициент при’х в разложении 
этого интеграла должен быть корнем уравнения: 


а 60 —э (аи и) =0, (16) 


так как левая часть уравнения равна нулю при х==0. Пусть будет 9, 
один из корней уравнения (16). Если мы положим о =, -- й, то функции 


9 (х, =), фо, ®, + в) 


будут попрежиему правильными вблизи значений х —=0, и—0, и уравне- 
ние (15) обратится в уравнение уже изученного нами вида: 
аи 


х;=Аи + Вх--..., | (17) 


(15) 


если только 9, ие обращает в нуль двучлена а’ -Р $’. Так как уравне- 
ние (16) вообще второй степени, то мы видим, что уравиение (14) 
можно привести к виду (5) нообще двумя различными способами, и, сле- 
довательно, существуют, вообще, два и только два голоморфных инте- 
грала, обращающихся в нуль при х==0. Но эти заключения относятся 
только к самому общему случаю, когда коэфициенты а, 6, а, в" не удо- 
влетворяют никакому особому соотношению. 

Общее разыскание интегралов уравнения (14), голоморфных или ` 
`негояоморфных, стремящихся к нулю вмебте сх (причем Хи У— пра- 


12 5. гуре, т. П, ч.2. 


178 ГЛАВА ХУ НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФЁРЁНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ $ 427 


вильные функции, обращающиеся в нуль при х==у==0), было, начиная 
с мемуара Брио и Буке, предметом весьма многих работ. Хотя и уда- 
лось исследовать все более и более общие случаи, но задача до сих 
пор еще не решена окончательно. Мы укажем только на одно. замеча- 
тельное обстоятельство, с которым мы до сих пор не встречались _Возь- 
мем уравнение: 


х? — — фу = ах, (18) 


и будем искать, как выше, голоморфный интеграл этого уравнения, обра- 
шающийся в нуль при х=0. Определяя коэфициенты ряда (6) подста- 
новкою в уравнение (18), мы из условий тождественности получим: 


а-- 6с, =0, с1==66,, 26, == 60, ..., Ибн ббиьь +. ; 


отсюда имеем: 


а а 2а 1.2...л.а 
9 = —-, = ра, — 7) С 


п+1 рп+1 


Таким образом мы, действительно, получаем единственное значение для 
каждого ‘коэфициента, но ряд, к которому мы приходим, — всюду рас- 
ходящийся, кроме точки х ==0. В этом примере начало координат есть 
трансцендентная особая точка для всех интегралов, как в этом можно 
убедиться непосредственным  интегрированием. Точно так же, точка х =—=0 
есть трансцендентная особая точка для всех интегралов уравиения 
ху’ - уз ==0, и все эти интегралы стремятся к нулю вместе с |х|. 


Если переменны: х и у могуг принимать только действительные значения, 
и если требуется построить интегральные кривые уравнения {14), то очень 
важно знать, какой вид имеют эти интегральные кривые вблизи общей точки 
олеих кривых Х=0, У—0. Мы рассмотрим с этой точки зрения простое урав- 


нение 
а ах ву 
У — ах Еву, . (19) 
ах ах-+трРу 
которое можно проинтегрировать элементарным приемом ($ 364),` полагая у==ЕХ. 
Для большей симметрии интегрирования заменим уравнение (19) системою 
ах __ _4___ 
ах ву ах--фу — 
где # есть вспомогательное переменное. Выше мы видели ($ 421`, что эту систему 


можно привести к простому каноническому виду, заменяя х и у их линейными 
однородными комбинациями Х и Г. Характеристическое уравнение здесь есть 


Я — (и - в, 5 4 ба — а" =0; 


4 ` (20) 


оно не может иметь корня 5 =0, так как, по предположению, ба’ — аб" не равно 
нулю *. В зависимости от характера этих корней здесь нужно различать 
несколько случаев. 

1. Еслн характериетическое ур внение нмеет два действительных различных 


корня 5 5», то систему (2) можно привести к виду: 
АХ ау 
ах 748 


* Мы ‘предголагаем, что авиения ах -|- Ву =0, а’х Гу=он ; 
Кроме ем, Ур У =0, ау е имеют общ х решений, 
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следовательно, данное уравнение обращается в 


53 Уах- Хау. 
5 


Общий интеграл определяется формулою: 
. 53 


У=СхХЯ. 


Если $41 и 5; имеют одинаковые знаки, то У стремится к нулю вместе с Х; все 
интегральные кривые пройдут через начало координат, которое называется узлом. 


5 
Если же = отрицательно, то существуют только две интегральные кривые, про- 
й 


ходящие через начало коордннат, именно, прямые ^—0, У—О. В этом случае 
начало координат называется седловиною (со1.). ` у 

2. Если хьрактернистическое урав ение имеет мнимые сопряженные корни 
а -|- № а— Е (8-0), то систему (20) можно приве‹ти к виду: 


ах) _ ахб—му) 
(+ +П) в’) 
где Хн У суть линейные однородные многочлены с действительными. коэфи- 
циентами от переменных х и у. Эти уравнения можно представить иначе в виде: 


ах _ ау _ 
аХ— В’ В аР- 


—= ав 


ЧЕ 


отсюда получаем: 
хах-+ уау _ хау-уах 
«(Аа У) РОУ 


Следовательво, общий интеграл уравнения (19). представится в: виде: 
ы атс у 
Уж 7 — Сев х, 


Если а не равно нулю, то все эти кривые имеют вид спиралей, неограниченно 
приближающихся к началу координат как к.асимптотической точке; в этом слу- 
чае начало координат называется фокусом. 

Если а равно нулю, то общий интеграл. состоит из концентрических коннче- 
ских сечений. Начало координат называется центром, но этот случай должно 
рассматривать как исключение, так как.для него требуется условие, выражаемое 
равенством, именно: а’ -- #8 =0. 

3. Если характеристическое уравнение имеет двойной корень $, то этот 
корень действителен и отличен от нуля, и система (20) приводится к виду: 


ах ау 


Хи 


Уравнение (19) обращается в т +5, н общий интеграл есть У—=СХ-- 


4 Хор Х. Чтобы постронть интегральные кривые; ‘можно выразить Хи 7 
через вспомогательное переменное, полагая Х — 28; тогда Г’-= Сей + 69. Если 8 
стремится к — со, то Х и У, а следовательно, также н х, у, стремятся к нулю; 
здесь также начало координат есть фокус. 

Предполагая, что х и у очевь малы, мы можем рассматривать ах + бу,. 
а'’х + Ву как первые члены разложений функций в целые ряды; тогда предыду- 
щие результаты имеют место вообще для уравнений вида (14) в непосредствен- 
ной близости от начала координат, ° й 

Предыдущая класснфныкания принадлежит Пуанкаре, который распространил 
свои исследования на уравнения общего вида (14) с действительными коэфи- 
Циентами. 


12* 
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1. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ НЕКОТОРЫМИ УРАВНЕ- 
НИЯМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 


428. Особые точки интегралов. Те разложения в ряды, посредством 
которых мы доказывали существование интегралов системы аналитических 
диференциальных уравнений, позволяют вычислять эти интегралы Только 
внутри круга сходимости. Но мы заметили вообще ($ 337), что если эти 
разложения найдены, то этого достаточно, чтобы можно было считать эти 
функции определенными во всей области их существования. Рассмотрим 
для определенности алгебраическое диференциальное уравнение первого 
порядка 

Е(х, у, у) =0, (21) 


где Е есть целый многочлен относительно х, у, У’. Пусть будет (х, уо) 
система значений, при которой уравиение Е (хо, Уз, Уд’) = 0 имеет простой 
корень уу’; если х и у стремятся соответственно к хо и уу» то уравне- 
ние (21), имеет один’и только один корень у’, стремящийся к уу, и этот 
- корень у’==/(х, у) есть правильная функция переменных хи у вблизи. 
значений №, У. Следовательно, уравнение (21) имеет голоморфный инте- 
грал, принимающий при х==х, значение у, причем его производная 
принимает при х==х, значение уу. Этот интеграл определен разложе- 
нием в целый ряд только внутри некоторого круга Су с центром в точке ху 
и вообще конечного радиуса, но мы можем продолжить аналитически 
эту функцию вне круга Сь, и эта функция будет удовлетворять уравне- 
нию (21) во всей области ее существования.’ Заметим, что можно вос- 
пользоваться самим уравнением (21}, чтобы вычислить коэфициенты раз- 
личных рядов, применяемых в методе аналитического продолжения; если 
в. какой- нибудь точке ху круга Су рассматриваемый ‘интеграл равен .у., 
то его производная равна одному из корней ут’ уравнения Р(х\, У,, У’) =0, 
и, диференцируя это уравнение последовательно любое число раз, мы 
можем отсюда найти значения всех других производных. 

Таким образом всякое диференциальное уравнение первого порядка 
определяет бесконечное миожество аналитических функций (зависящих 
от произвольного постояиного). Вообще, это будут трансцендентные функ- 
ции, которые иельзя выразить через элемеитарные трансцендентные функ- 
ции; тем более это верио для функций, определяемых алгебраическими 
диференциальными уравнениями второго или высших порядков. Изучение 
свойств этих новых трансцендентных фуикций и их классификация 
составляют предмет аналитической теории диференциальных уравнений. 

При изучении диференциальных уравнений можно преследовать две 
различные цели. Мы можем или искать необходимые н достаточные усло- 
вия того, чтобы уравнения данного вида ‘интегрировались в уже извест- 
ных функциях; или, напротив, мы можем искать алгебраические диферен- 
циальные уравнения, которые определяли бы трансцендентные функции, 
неприводимые к известным элементарным трансцеидентным функциям, 

°и имели бы некоторые определенные характерные свойства, например 
были бы однозначными или мероморфными и т. п. Какова бы ни была 
наша главная цель, во всяком случае весьма важно определить, какие 
особенности могут иметь интегралы данного диференциального уравнения. 
Так, особые точки интегралов лимейных уравнений иеподвижны; на- 
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против, особые точки интегралов нелинейных уравнений вообще, изме- 
няются с изменением начальных значений. Например, интеграл уравнения 
х--уу==0, принимающий значение у, при х==0, есть у = Уу 2—2; 
эта функция имеет две критических точки Ру, — У, которые зависят 
от. начального значения. Точно так же интеграл уравнения’ = ув, рав- 
№ _ 
1 — ху’. (1 
вательно, приходится различать два класса особых точек диференциаль- 
ного уравнения: непоЭвижные особые точки, которые не зависят от взя- 
тых начальных значений (они могут и не быть иепременно особыми 
точками для всех интегралов); подвижные особые точки, полюсы или 
‘критические точки, которые зависят от начальных значений. Дифе- 
ренциальное уравнение может иметь одновременно особые точки обоих 
видов. | 

429. Функции, определяемые диференциальным уравнеиием У==Ю(х, у): 
Рассмотрим, в частности, диференциальное уравнение 


—_Р(%, У) 
9 (х, у)’ 


ный у) при х = 0, есть у= $ он имеет полюс х == — . Следо- 


ау —_ 
= А У) (22) 


где Р(х, у) и О(х, у) — целые многочлены относительно хи у, не имею- 
щие общим делителем никакого многочлена того же рода. Система 
уравнений Р(х, у) =0, О(х, у) =0 имеет несколько систем решений 
(а, 6,1), --.› (4 68,); отметим на плоскости переменного х точки 


а1, а, ..., ал. 
1 .. 
Сделав в уравнении (22) преобразование’ у= >, мы придем к урав- 


нению того` же вида: 


42 _._ __ Р.(х, 2). р 
ах а, 2) = Ч; (х, 2)’ (23) 


система уравнений Р, (х, 2) =0, ©; (х, 2) =0 также имеет несколько 
систем решений (@:', 6,'), -..„ (аш, 8); отметим на плоскости перемен- 
ного х точки а’, а', ..., аш. Точки @» а, будут, вообще, особыми 
точками для некоторых нз интегралов уравнения (22); но все эти особые 
точки непосредственно известны; это — неподвижные особые точки, 
Пусть будет теперь (хо, У) какая-иибудь система значений, для 
` которой @ (ху, У) не равно нулю. Уравнение (22) нмеет интеграл, голо- 
морфный в области точки х, и обращающийся в уу при х==ж. Пусть 
переменное х описывает какой-нибудь путь [, выходящий из точки ж 
н не проходяшнй ни через одну из точек а, а. Мы можем аналитически 
продолжить этот интеграл вдоль всего пути [, если при этом не встре- 
тим никакой новой особой‘ точки; но может случиться, что мы встретим 
по пути новую особую точку интеграла; тогда дальнейшее аналитическое 
продолжение вдоль пути [Г будет невозможно. Пусть будет & первая 
новая особая точка, которую мы встретим; рассматриваемый интеграл есть 
голоморфная функция вблизи всякой точки Х, лежащей на пути Ё между 
точками хх и @, но тот круг сходимости целого ряда, представляющего 
этот интеграл, который имеет центр в точке Х, ие может содержать 
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внутри себя точки а; как бы ни было мало | Х — @|. Уравнение Ч(а, у) = 

имеет несколько корней В,, В, ...,Вм; отметим точки В, на плоскости 
переменного у; это уравнение имеет только конечное число корней, так 
как. в противном случае многочлен @(х, у) должен был бы делиться 
на х— а, и тогда точка @ была бы, очевидио, одною из точек а, ау. 
По той же причине уравнения Р (а, у) =0, О (а, у} =0 не могут иметь 
ни одного общего корня. В дальнейшем исследовании мы должны рас- 
смотреть несколько различных возможиых случаев. Пусть будет У значе- 
ние интеграла в точке Х. Прежде всего, нельзя предположить, что при 
приближении Х к а значенне интеграла. У’ стремится к некоторому 
конечному значению В, отличному от В:, В», ..., Ву В самом деле, так как 
при х==а, у=В функция А (х, У) — правильная, то, по основной 
теореме Коши, существует только один интеграл, стремящийся к 8, при 
приближении Х к а; этот интеграл — голоморфный в точке @, и следо- 
вательно, вопреки предположению, не имеет точку @ особою точкою. 
Предположим, во-вторых, что при-приближении модуля | Х—&| к нулю У 
стремится к значению В,. При х =а, у== В, функция А (х,.у) обращается 


в бесконечность, но ее обратное значение ‚есть функция пра- 


1 
К(х, у) 
вильная, так как по предположению мы не можем иметь Р (а, 8) =0. 
Но мы видели выше ($ 425), что в этом случае уравнение (22) имеет 
интеграл, и притом только один, стремящийся к В, когда |Х—@| стре- 
мится к нулю, и точка @ для этого интеграла есть алгебраическая кри- 
тическая точка. Предположим, наконец, что при приближении |Х— а| 
к нулю, модуль | У| неограниченно возрастает; тогда уравнение (23) имеет 
интеграл, стремящийся к нулю вместе с |ХЬ— а|; мы не можем иметь 
одновремеино Р, (а, 0) =0, @, (а, 0), так как точка @ отлична от 
точек а’. Поэтому, если ©. (а, 0) не равно нулю, то функция 2 голо- 
морфна в области точки а, и рассматриваемый интеграл У имеет в точке & 
полюс; если же 0, (а, 0) =0, то точка а есть алгебраическая критиче- 
ская точка для 2, а следовательно, и для интеграла У. 

В сущности, мы рассмотрели еще не все предположения. В самом 
деле, не может лн случиться, что при приближенни |Х— а| к нулю У 
не стремится ии к какому пределу, но и не возрастает неограниченно? 
Пенлеве доказал, что это невозможно; до его работ это предложение 
допускалн без строгого доказательства. Вот рассуждение Пенлеве. Опи- 
шем из точки а как из центра круг С очень малым радиусом г. 
Когда |Х— @а| стремится к.нулю, корни уравнения © (Х, у)==0, стремя- 
щиеся соответственно к 3,, В», ...-», Вл» остаются соответственно внутри 
некоторых кругов 11, |, --.›1м описанных из точек В., В», ---›Вм как 
из центров радиусами р,, 05, ...,‚@м при этом радиус г можно взять 
настолько малым, чтобы все эти радиусы 0, были меныше всякого задан- 
ного числа в. Рассмотрим вместе с тем круг Г, описанный в плоскости 
переменного у из начала координат очень большим радиусом А; пусть 
будет (Е) часть плоскости переменного у, расположенная вне кругов 1, 
н внутри круга Г. Покажем, что когда |Х— а| стремится к нулю, то 
соответствующая точка У, представляющая один из интегралов уравне- 
ния (22), наконец, остается или постоянно внутри одного из кругов 1, 
нли постоянно вне круга Г. В самом деле, если бы этого не было, 
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то всегда можно было бы найти на пути Г. такие точки Х, чтобы |Х-— а|, 
было меньше всякого заданного числа, и чтобы вместе с тем соответ- 
стзующие значения У заключались в области (Е). Предположим, напри- 


мер, что —а<5, а У лежит в области (Е). 


Существует положительный минимум для радиуса круга сходимости 
интеграла ‘уравнения (22), равиого. У при х=А. В самом деле, оче- 
видно, существует максимум для | А (Х, У)|, когда точки Х и У остаются 
в указанных областях. а для чисел а и 6 существует положительный 
минимум ($ 383). Пусть этот минимум радиуса круга сходимости 
есть 1. 

По предположению, на пути [. существует такая точка Х", расстояние 
которой от точки @ меньше, чем 1, и для которой соответствующая 
точка 7’ лежит в области (Е). Так как, по только что доказанному, ра- 
диус круга схолимости ряда, представляющего тот интеграл уравнения (22), 
который принимает значение У’. при х==Х', не меньше 1, то отсюда 
следовало бы, что точка а лежит внутри этого круга; но очевидно, чго 
последнее невозможно, так как @ есть особая. точка. 

Таким образом при приближении модуля | Х— а| к нулю точка У, 
наконец, остается или постоянно внутри одного ‘из кругов |}, или 
постоянно вне круга Г. Так как радиус р; можно взять сколь угодно 
малым, а радиус Ю--сколь угодно болышим, то отсюда следует, что 
или У стремится к одному из значений В, ‘или |У| возрастаег неогра- 
ниченно. Но оба эти случая были нами изучены выше: мы нашли, что 
точка а будет или полюсом или алгебраическою критическою точкою. 
Поэтому, заменив часть пути Г, близкую к точке а, дугою круга, опи- 
санного из точки @ бесконечно малым радиусом, мы можем обойти эту 
особую точку и аналитически продолжить интеграл далее, пока не встре- 
тим новой особой точки. Докажем, что на пути Ё конечной длины может 
находиться только хонечное число полюсов или алгебраических критиче- 
ских точек. Опишем в плоскос'и переменного х из каждой точки а, 
а» как из центра круг очень малым радиусом; опишем также из начала 
координат круг очень болышим радиусом так, чтобы весь путь [, заклю- 
чался в области (Е”) плоскости переменного х, ограниченной ‘этими кру- 
гами. Пусть будет х, какая-нибудь точка области (2’). Интеграл, модуль 
которого неограниченно возрастает при приближении модуля |х—х, | 
к нулю, равен целому многочлену относительно (х — х;)71, сложенному 
с целым рядом относительно (х— х,), сходящимся в некотором ‘круге 
с радиусом р,. Точно так же различные интегралы, имеющие точку х\ 
алгебраическою критическою точкою, представятся рядами, расположен- 
ными по. дробным степеням разности х — х,‚; пусть будет р, наименьший 
из радиусов сходимости этих рядов. Эти числа р. и р, всегда больше 
нуля и непрерывно изменяются с изменением положения точки х;; сле- 
довательно, они имеют некоторый минимум \>>0, и расстояние между 
двумя смежными особыми точками, лежащими на пути [, необходимо 
больше числа »*. Следовательно, на этом пути лежит только конечное 


* Если не ограничиваться особыми точками, лежащими на пути конечной длины, то инте- 
грал можег иметь бесконечное множество ` криз ических точек и даже может имегь бескочечное 
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число полюсов, или алгебраических критических точек. Таким образом 
единственные подвижные особые точки интегралов уравнения {22) суть 
полюсы, или алгебраические критические точки. Эти интегралы не 
могут нметь подвижных существенно особых точек, а следовательно, ие 
могут также иметь разрезов. 

Нетрудно распространить предыдущие рассуждения и на.такие урав- 
нения вида (22), где Р(х, у} и Ч9(х, у} суть целые многочлены относи- 
тельно у, коэфициенты которых суть аналитические функции от х. Здесь 
нужно только присоединить к точкам а, а,, имеющим тот же характер, 
как и выше, еще особые точки этих коэфициентов Если путь, описы- 
ваемый переменным х, лежит весь внутри площади, не содержащей 
ии одной из точек`4, @, и ни одной из особых точек коэфициентов 
при различных степенях у, ‘то единственные особые точки, которые 
могут иметь интегралы, суть полюсы или алгебраические критические 
точки. | : 
Найдем, например, уравнения вида (22), ие имеющие подвижных 
критических точек. Для этого необходимо, чтобы знаменатель не содер- 
жал у. В самом деле, пусть будут @ и Втакие значения переменных х 
и у, что О (а, В)=0, но числитель Р(а,В) иулю ие равен. Интеграл 
уравнения (22), стремящийся к нулю, когда |х— @| стремится к нулю, 
имеет в точке & критическую точку, и ясно, что она`не будет. критиче- 
скою точкою для всех интегралов. Таким образом искомое уравнение 
должно иметь вид: 


а 
тру... 


т_1, *** — функции от х. Сверх того, полагая в этом уравне- 


где Р„, Р 
1 

нии у==—, мы должны иметь уравнение того же вида; отсюда следует, 
2 


что т не может быть болыше двух, и самым‘ общим уравнением, обла- 
дающим ‘’ требуемым свойством, будет уравнение Риккати. Обратно, 
нетрудно убедиться, что уравнение Риккати удовлетворяет выставленному 
требованию. В самом деле, если, например, мы возьмем общий интеграл 
этого уравнения` в виде (26) ($ 401), то ясно, что, помимо особых точек 
функций у,, у,, этот интеграл не может иметь иных особых точек, 
кроме полюсов, происходящих от корней знаменателя у, | Су, и изме- 
няющихся вместе с постоянным С 


множество критических точек вблизи любой точки х. Рассмотрим, например, уравнение 


2уу’ =Ю(х), 
где Ю(х) — рациональная фуикция; 
общий интеграл этого уравнения есть 


х 
Я = + | водах. (А) 
Ве 


Предположим, что определенный интеграл [вах имеет четыре периода 1, а, {, В, причем 


числа с и В — действительные, несоизмеримые между собою. Нетрудно доказать (см. $ 304, приме- 
чание), что виутри круга с, описанного из какой-нибудь точки х; произвольным радуусом, можно 
найти бескоиечное множество корней у уравнения (А), еслн соответсавенным образом выбирать 
пути интегрирования, и ‘каждый из эЭТих корней есть критическаа точка. Но на пути конечной 
длины, описываемом переменным, содержнтся только конечное чнело критических точек. * 
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Точио так же можно искать уравнения вида (22), интегралы которых не имеют 
подвижных полюсов. Пусть будут т и п степени многочленов Р (х, у) и О (х, у} 


1 . 
относительно у; полагая в уравнении (22) у=- › получим: 


а: Р: (х, 2) 


а ЕЕ 
де" ох, (24) 
где Ру и @; — два другие многочлена относительно =. Пусть будет х=а какое- 
нибудь значение переменного х, ие совпадающее ни с одною из неподвижвых 
особых точек. Уравнение (24) имеет интеграл, стремящийся к нулю при прибли- 
жении модуля | х —а| к нулю; но отсюда еще нельзя заключить, что уравнение (22} 
всегда имеет интеграл, модуль которого неограниченно возрастает при приближе- 
нии |х—@а| к нулю; действительно, этого не будет, если соответствующий инте- 
грал уравнения (24) обратится в 2 =0. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 
было т«и- 2; это иеравенство и представляет услозие отсутствия подвижных 
полюсов. Сопоставляя этот результат с предыдущим, найдем, что единственное 
уравнение, которое не‘имеет никаких подвижных особых точек, есть линейное 
уравнение. , 
Приложение, Из предыдущего результата можно вывести условия того, 
чтобы общий интеграл диференциального уравнения первого порядка был рацио- 
нальною функцию постоянного интегрирования при соответственном ‘выборе 
этого постоянного. Пусть будет 
Р(х, С) 


рациональная функция параметра С, причем коэфициенты многочленов Р(х, С) 
и О(х, С) при степенях параметра С суть произвольные функции количества х. 
Ясно, что производная у’ по х есть также рациональная функция от С: 


У = Юх (х, С); 
исключая из предыдущих уравнений параметр С, мы получим соотношение: 
Е(, У; х)=0, (Е) 


где Р есть целый многочлен относительно у и У, коэфипиенгы которого могут 
быть любыми функциями от х. Рассматривая в уравнении (Е) количество х как 
параметр, мы заключаем из самого способа получевия этого уравнения, что оно 
нулевого рода (уникурсально) относительно у и у'. . 

Обратно, пусть булет дан диференциальное уравнение первого порядка (Е), 
причем левая часть этого уравнения есть целый многочлен относительно у и у’, 
коэфициенты которого суть произвольные аналитические функции переменного х. 
Чтобы это уравнение имело общий интеграл вида (А), прежде всего необходимо, 
чтобы оно было нулевого рода относительно у и у’; в этом случае можно выра- 
зить у и У’ через рациональные функции некоторого параметра и: 


У= г(х, и), У = (х, и), 


таким образом, чтобы было, обратно, и==5(х, у, У’), Йричем фуикцин г их, 
рациональны относительно и, и $ рационально относительно у и у’. При этом 
данное диференциальное уравнение (Е) обратится в уравнение 


97/9 
ии, и), 


его можно привести к виду: 
аи 
ак, и), (Е!) 


где Р есть рациональная функция от и. Еслн общий интеграл уравнения (Е) есть 
у=А(х, С), то общий интеграл уравнения (Е.) есть 


и—=5 [х, Ю (х, С), `Кх (х, Су 
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т. е. рациональная функция от С. Но очевидно, что особыми точками такого 
зыражения, изменяющимися вмест. с С, могут быть только полюсы. Таким образом 
чеобходимо, чтобы все подвижные особые точки уравнеиия (Е) были полюсами, 
зледовательно, уравнение (ЕЁ!) должно быть уравнением Риккати *. 

Рассмотрим, например, уравнение 


уз =(Ру+ 9-8) (у—5, 
где Ри О суть функции от х, и а, $ — постоянные. Это соотношение — нулевого 


рода относительно у и у’, и чтобы выразнть у и у’ через рациональные фуикции 


параметра, достагочно положить = 


=, мы получим: 
1—1) =(Ь — а) [Р\Ы — ав) + 9—8}; 
здесь уравнение {Е;‚) есть уравнение Риккати 


21 РФ 08) +01 —12). 


430 Однозиачные интегралы уравнения у'” =А (у). Изучим еще инте- 
гралы диференциального уравнения 


тре 
=, (25) 


где т есть целое положительное число и Р(у) и О©(у) — многочлены 
относительно у с постоянными коэфициентами, первые между собою. 
Найдем все уравнения вида (25), общий интеграл которых есть одно- . 
значная функция. Пусть будет х, какое-нибудь значение переменного х, 
и У — произвольное значение переменного у, не обращающее в нуль ни 
одного из многочленов Р(у), © (5). При у=у, уравнение (25) относи- 
тельно у’ имеет м различных корней. Возьмем какой-нибудь из этих 
корней уу’; уравнение (25) имеет интеграл, голоморфный в области точки 
хо, принимающий в этой точке значение у, производная которого при 
х==х, равна У’. Мы можем аналнтически продолжить этот интеграл 
вдоль любого пути [, выходящего из точки №, до встречи с какою- 
нибудь из особых точек. Пусть будет & первая особая точка, которую 
мы встретим, Х — одна из точек на пути [, лежащих между № и а, 
У — соответствующее значение интеграла в точке Х. Мы можем приме- 
нить к уравнению (25} без существенного изменения ‘рассуждения пре- 
дыдущего параграфа. Из них’ следует, что если модуль | (— @| стре- 
мится к нулю, то или У стремится‘к корню одного из уравнений 


Р(у)=0, ©9(5)=0, 


или модуль | У| неограниченно возрастает, но не может быть, чтобы У 
не стремилось ни к какому пределу. 

Рассмотрим различные возможные случаи. Пусть будет $ корень крат- 
ности 4 уравнения © (у) =0. Из уравнения (25) находим: 


4. 
ах (у— 6" ис, (у— 9... 14 650. — (26) 


* Обратное предложение получается непосредственно. Если (Е } есть уравнение Риккати, то 
общий интеграл и есть линейная функция произвольного постоянного ‚С, и, следовательно, у=Р(х, и) 
есть рациональная функция параметра С, 
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Если переменное у описывает в своей плоскости путь, идущий от 
точки у к точке 6, то точка х, перемещаясь в своей плоскости, пере- 
ходит из точки ху в некоторую точку‘`а, лежашую на конечном расстоя- 
нии. Обратно, если х перемещается из х, в а вдоль этого пути, то у 
переходит из Ус в 2. Полагая у— 8 ={", мы получим из уравнения (26) 
разложение разности х— @ по степеням $, начинающееся с члена сте- 


пени (17 + 4). Обратно, ‘для & мы будем иметь разложение по дробным 
1 


степеням х — а, начинающееся с члена (х — а)" 1%; следовательно, раз- 
ложение разности у— ф будет иметь вид: 
т 


1 
ока [ва (хфатте--... |] (4520); 


так как д — положите ьно, то т--4 > т, и точка `х==а есть для рас- 
сматриваемого интеграла алгебраическая критическая точка. Следовательно, 
чтобы общий интеграл уравнения (25) был однозначною функциею, 
‘необходимо, чтобы многочлен ©(у) совсем не имел корней, т. е. чтобы 
‚он приводился к постоянному; следовательно, уравнение (25) должно 


иметь Вид: 
У"=Р (у), (27) 


1 
где Р (у) — многочлен. Сделав в уравнении (27) подстановку у=— —, мы 
2 


1 
получим новое уравнение 2"” — (— 1)" 22т Р ( „ которое должно иметь 


тот же вид, как уравнение (27); следовательно, степень многочлена Р(у) 
не может быть больше, чем т. В дальнейшем исследовании мы можем 


предположить, что степень многочлена Р(у) равна 27. В самом деле, 


, 1 
если степень многочлена Р(у) равна 2т — 4, то, полагая у=а- —, 
2 


где а не есть корень уравнения Р(у} —=0, мы прилем к уравнению 
2” (— 1)" [297 Р(а) | 22" Ра) --...|, 


в котором правая часть есть многочлен (2/1)-й степени. Обратно, если 
дано уравнение вида (27), где Р(у) есть многочлен (27)-Й ‘степени, то, 


сделав подстанозку у=ё-—, где $ есть корень этого многочлена, 


мы придем к уравнению относительно 2 того же вида, как уравнение (27), 
но в котором правая часть представляет многочлен степени меньшей, 
чем 21. 

Мы предположим поэтому, что Р(у) есть многочлен (27)-Й степени; 
пусть будет @ первая особая точка, которую мы встретим на пути Д,. 
начиная от точки х,. Если модуль | У| нзограниченно возрастает при 


1 
приближении Х к @, то, сделав подстановку У=- мы получим урав- 


нение относительно 2, имеющее голоморфный интеграл, равный нулю 
при Х==а; следовательно. точка а есть полюс интеграла у. Остается рас- 
смотреть тот случай, когда при приближении Х к @, У стремится к корню 6 
многочлена Р (у). Это можег быть только тогда, когда ‘порядок кратности 
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этого корня меныше числа 2. В самом деле, предположим, что Р(у) 
делится на (у— 6,1, где д >= т. При рассматриваемых начальных усло- 
виях из уравнения г27) получим: 


у 
Ф (у) ау 

Х— ж= 9 
„} 9—5" 


У» 


гдз функция $ (у) — правильная в области точки 2. Мы видим, что при 
9 > т при приближении Ук ф модуль |Х| неограниченно возрастает; 
с ‘едовательно, должно быть д« т. Уравнение (27) можно представить 
иначе в виде: 


ах=(у— в. и (Уф ...14у (с >20); (28) 


отсюда получаем для разности х — а разложение по степеням количества ` 
1 


(у— Вт, начинающееся с члена (12 — 4)-Й степени. Обратно, из этого 


разложения для х— @ мы будем иметь разложение разности у— 8 по 
т. 


дробным степеням разности х— а, начинающееся с ч ена (х— а)" 4. 
Следовательно, точка @ есть, вообще, алгебраическая критическая точка. 


т 
Чтобы а было обыкнове‘:ною точкою, похазатель должен быть 


, Е , 
равен целому числу /, откуда 4==т (1-7 ‚ где { есть целое число, 


большее единицы. Это условие вместе с тем и достаточно, так`как при 
‚нем мы получим из уравнения (28) разложение: 


1 1 
Ха (ОЕ... (#520); 
1 

отсюда, обратно, мы будем иметь для (у—6)' разложение по целым 

степеням разности х — 4. | 
Таким образом, чтобы интегралы уравнения (27), где Р(у) есть 
‚многочлен (2т)-й степени, не имели критических точек, необходимо и 
достаточно, чтобы степень кратности каждого корня уравнения 
Р(у)==0 была равна или больше числа т, или же была равна коли- 


цчеству т 1— т) ‚ 20е Е есть целое число, большее единицы. Если эти’ 


условия выполнены, то общий интеграл уравнения (27) есть однозначная 
функция, особыми точками которой, лежащими на ‘конечном расстоянии, 
могут быть’ только полюсы. 

В дальнейшем исследовании нужно различать несколько случаев. 

Первый случай. Многочлен Р(у) имеет корень, степень кратно- 
сти которого болыше 2. Очевидно, что такой корень может быть только 
один; если, кроме того, многочлен Р(у}) имеет р других корней, то 
сумма степеней их кратностей меныше числа т 


(+ (1-х) ++" (1-1) <” 


1 
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1 1 

Отсюда имеем: Р—1<-+...+; ‚ и так как каждое из чксел 
р 
1 


р 
Пре» й, не менее 2, ттр—1 <5, или р«_.2. Следовательно, 


должно быть р = 1; таким образом порядок кратности другого корня урав- 


1 
нения есть " (1—- . Поэтому порядок кратности первого корня 
{ 


` должен быть п (1+) ‚ и, извлекая из обеих чсстей уравнения (27) 


корень т Й степени, мы получим: 
1 


1 
А-а ТВТ. (р 


В эту формулу входит случай { =1, соответствующий предположенню, 
которое мы не рассматривали, что многочлен Р(у) имеет один и только 
один корень а кратности 2т. ^ 

Второй случай. Уравнение Р(у)}==0 имеет корень, степень крат- 
ности которого равна 2. Если оно имеет два таких корня, то извлекая 
нз. обеих частей уравнения (27) корень т-Йй степени, получим: 


У=А(у— а) (у— 5. (П) 


Если же уравнение Р(у) = 0 имеет только один такой корень, то оно 
имеет р (р->2) другнх корней, степени кратносгей которых меньше т, 
причем сумма степеней их кратностей удовлетворяет соотношению 


ф 1 1 
п (1-2) +... Чт [1— —)==т, 
р 
р 
1 1 р 
или р1=-—-... р <= . Отсюда имеем р = 2. Так как число р 
р , , : 
больше единицы, то необходимо должно быть р=2, 1 =4==2; следо- 
вательно, число 11 — четное, и уравнение (27) приводится к виду: 


У? =А(у— а) (у—6, (у— с), (11) 


гле а, 8, с-—-три различных числа. 

Третий случай. Степени кратностей всех корней уравнения 
Р(у)=0 меныше числа т. Очевидно, что число различных корней мно- 
: гочлена Р{(х) не может быть менге трех. Пусть будет р число этих кор- 
ней. Так как сумма степеней их кратностей равна 2т, то мы имеем: 


1 1 
п И 1, 
или р2= +... +=. Отсюда следует, что р=4, и, так 
1 . 
как р> 2, то может быть ‘или р==4, или р=3. Если р = 4, то сумма 


1 1 1 1 
—_ => — —=2; 
ыы т . 
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так как каждый из знаменателей не меньше 2, то должно быть: 
=== 2. 


Если р==3, то задача приводится к разысканию трех таких целых 
чисел 5, (,, &, больших единицы, чтобы сумма их обратных значений была 
равна единице. Если ни одно из этих чисел не равно 2, то каждое из 
них должно быть равно 8. Если { =2, то сумма обратных значений 


т 1 . 
двух других чисел равна -—. Если эти два числа между собою равны, то 


каждое из них равно 4; если же они между собою не равны, то мень- 
шее должно быть’ меньше 4; следовательно, меньшее равно 3, а боль- 
шее равно 6. Таким образом мы имеем всего четыре возможных комби- 
нации, ‘и уравнение (27) можно привести к одном из следующих видов: 


УЗ— А(у— а) (УВ) (у— 6) (у а), (ГУ) 
УЗ==А(у— а)? (у— 6) (у — 6), (У) 
У* = А (у— а) (у — 63 (у — в}, (УП) 
У =А(у-— а) (у— 6)* (у — 6}, (УП) 


где а, 6, с, 4 — числа, не равные между собою. Все уравнения (27), где 
Р(у) есть многочлен (2т)-Йй степени, интегралы которых суть однознач- 
ные функции, имеют один из только что найденных видов. Обратно, 
всякий °ннтеграл любого из этих уравнений есть одно начная функция, 
так как, какой бы путь ни описывало ‘переменное, мы можем встретить 
на этом пути только полюсы. 

Чтобы иметь все уравнения вида (25), общий интеграл которых есть 
однозначная функция, следует прибавить к перечисленным здесь видам 
уравнений еще те виды, которые получим, сделав в этих уравнениях 


преобразование у — а==— ‚ где а есть один из корней многочлена Р(у). 


Мы получим следующие новые виды: 


1 
У —А 0-9 _ , () 

-1 
У =А(у— а) * :, (Г) 
У =А(у— а), (1) 
у? =А(у— а)? (у— 6), (ИГ) 
У =А(у— 6) (у— 0), (ПГ) 
У? = Ацу - а) (у—В (у о, ` (1) 
УЗ =А(у-- а) (у— 6}, (У) 
У“ =А(ур— а) (у — 6}, (УГ) 
У*—=А(у—а)3(у— 6}, (УГ) 
УЗ ==А(у— а} (у- 5)*, (У) 
уб—= А(у— а (у— 63, (МР) 


У=А(— а (у 9. (Ут) 
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Уравнения (1), (Г), (№), которые приводятся одно к другому, имеют 
вбщим интегралом рациональную функцию, как это можно непосредст- 
оенно. проверить, например, для уравнения (1). Уравнения (1), (1’), (Ш), 
(ПГ), (ПГ) изеют общим интегралом периодическую функцию; в этом 
легко убедиться прямым вычислением. Наконец, общий интеграл уравне- 
ний (ПУ) и (1) есть эллиптическая функция. Следовательно, новыми 
типами уравнений, общий интеграл которых есть однозначная функция, 
будут только уравнения (\), (У1), (УП) и уравнения (\") — (УШ")}, кото- 
рые к ним приводятся. Эти уравнения распадаются на три групны, и до- 
статочно проинтегрировать по одному уравнению из каждой группы, на- 
пример уравнения (\’), (УГ), (УП). 

Полагая в уравнении (УГ) у=а-- 2? и извлекая из обеих частей 
квадратный корень, получим уравнение вида (Г\”): 


1 
42? = А? 2 (2 Та— р); 


его общий интеграл есть эллипгическая функция. Точно так же, полагая 
в уравнении (УШ") у=а-- 23 и извлекая из обеих частей кубичный 
корень, будем. иметь: 


1 
9272 = АЗ (28 Та 6}; 


мы пришли к уравнению вида (1\'). 

Чтобы проинтегрировать уравнение (\'), заметим, что оно первого 
рода относительно у и У’. Следовательно, мы можем выразить у и у' 
рационально через координаты точек некоторой кривой третьего порядка. 
или через параметр # и квадратный корень из многочлена третьей сте- 
пени. Действительно, полагая у’==АЁ, имеем из уравнения (\’): 


УБЕ, 


из соотношения Йу==у'х получим уравнение 


[22 а 
^^ = р 3 
В У(а— в 4ав, 
эбщий интеграл которого #=/(х -- С) есть эллиптическая функция. 
Отсюда для общего интеграла уравнения (УГ) имеем: 


еле 


Следовательно, общий интеграл всякого уравнения вида (25), если этот 
интеграл есть однозначная функция, есть рациональная функция от х 
или от е@*, или же эллиптическая функция, 

Во всех других случаях, кроме перечисленных выше, общий. и те- 
грал уравнения (25) никогда не будет однозначною функциею. Напри- 
мер, обратная функция от гиперэллиптического интеграла первого вида 
не может быть однозначною. В самом деле, рассмотрим многочлен Р (у), 
первый со своею производною, степень которого выше 4; диференциаль- 
ног уравнение у’? == Р(у) не может иметь ‹ дтозначного интеграла. Пусть 
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будут (х,, Уд} начальные значения переменных х, у; когда |у| неогра- 
ниченно возрастает, то х стремится к конечному значению а, и, обратно, 
если х переходит от ху к а, то |У| возрастает неограниченно, Так как 


степень многочлена Р(у) больше 4, то, полагая у=> ‚ мы найдем, как 

'. 

было показано выше, что точка Я есть алгебраическая критическая точка 
, 1 

для интеграла уравнения 2"? = 24Р ( ‚ стремящегося к нулю, когда х 


стремится к а; следовательно, 2, а также и у, не могут быть однознач- 
ными функциями от х*, 


431. Вывод эллиптических функций из уравнения Эйлера. Из рассужде- 
ний предыдущего параграфа следует, в частности, что общий интеграл уравнения 
у2=АЮ(у), где Ю (у) — многочлен третьей или четвертой степени, первый со 
своею производною, есть однозначная функция, мероморфвая во всей плоскости. 
С другой стороны, обратная функция, которая есть эллиптический интеграл лер- 
вого вида, имеет два периода, отношение которых мнимое ($ 307); следовательно, 
эта одвозначная функция есть функция двоякопериодическая. Такнм образом мы 
получаем доказательство существования эллиптических функций при помощи 
только интегрального исчисления. Это доказательство однозначности обратной 
функции от элтиптического интеграла первого вида отлично от доказательства, 
данного выше ($ 329), в котором мы пользовалнсь свойствами функции ри. Мы 
покажем в нескольчих словах, каким образом можно принять за исходную точку 
теории эллиптических функций ннтегрирование уравнения Эйлера; это даст нам 
понятие о-том пути, по которому шли первые творцы этой теории. 

Рассмогрим сначала диференциальное уравнение 


ах ау 
и 0, 29 
у=я ту (29) 
общий интеграл которого есть х УТ уу Ут 2=С \$ 375). Ясно, что 
общий интеграл также может быть представлен формулою 


агс эт х + агсзт у = С'; 
следовательно, должно иметь место соотношение вида: = 
агс зп х -- агсзшу = Р(х Ут уз фу У! 2 


Чтобы опрелелить функцию Р, положнм у—0. Тогда мы получим 2 (х) = агс эп х. 
Вследствие предыдущих соотнощений будем иметь: 


агс них -[ агс эт у = агс мп (х Ут ку И! - 42), {30) 


* В одном из своих мемуаров Брно и Буке искали все уравнения Р(у, у')=0, общий интеграл 
которых есть однозначная ф,нкцня, причем Р есть многочлен Лоигпа! 4е ГЕсфе Рауесйтщие, 
т. ХХ). Из найденных нмн условнй Эрмит вывел, что, соотношенне между у и У’ лолжно быть 
нулевого илн первого рода („Соигз Ш позтары 6 4е ГЕсое Роу{есьшаце“, 1873), так что для интегри- 
рования такого уравнения можно применить метод $ 372. Если соотношение Р(у, у!) — нулевого 
реда, то можно выразнть у и у' как рациональные функции параметра & чтобы нитеграл данного 
уравнения был однозначиою функциею, переменное 4, которое получается квадратурою, должно 


[13 
быть равно илн лннейной функции от &, х= нли логарифму от такой функции, 


са’ 
а) 


са 


Если соотношенне между уиу" — первого рода, то мы можем выразить у М у’ через эллиптичеь 

ау 
ские функцни некоторого параметра д, и ан= У 
и Буке была обобщена Фуксоы, который получил необходимые и достаточиые условия того, чтобы 
общий интеграл уравнения первого порядка Р(х, у, У’)=0, алгебраического относительно у иу’. 
нмел только посто.нные критические точки. Впоследствии Пуанкаре показал, что если эти усло- 
вия выполнеиы, то итегрироваиие таких уравнений приводится к квадратурам или к интегрирова- 
нию уравиений Риккати (Ас ташетависа, т. УП). 


ХЕАТоЕ ( 


должно быть равно постоянному. Задача Брио 
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Это соотношение равносильно формуле сложения тригонометрическнх функций: 
В самом деле, определим две дуги д и 9 условиями 


х=зши, У 1 22-503 и, у=зшо, УТ- У ==50$, 
причем корни имеют те же значения, как и в формуле (30). Тогда из соотноне- 


ния (30) получим: 
х У! учу! — 2-= т (и 9), 


ИЛИ 
эт (и + о) = чп и соз о - $ 9 с0$ и. 


В этом рассуждении нельзя видеть только остроумный способ вывода формулы 
сложения для’зш х. оно имеет более глубокое значение. Мы сейчас покажем, как 
из него можно очень просто вывести доказательство существования целой одно- 
звачной функции, удовлетворяющей дифереицнальному уравнению 

у=1— у (31 
и обращающейся в нуль при х=0, тогда как при х =0 ее производная у’ обра 
щается в +1. В самом деле, из теоремы Коши следует, что существует аналити* 
‚ческая функция $ (х), удовлетворяющая этим условням н голоморфная в области 
начала координат, но из этой теоремы нельзя найти радиуса сходимости целого 
ряда, представляющего функпию $ (х). Пусть будет Ю этот радиус сходимости; 
круг С, описанный из иачала коордииат` радиусом К, есть наибольший из кругов 
с центром вначале координат, виутри которых функция $ (х) голоморфна. Произ-. ` 
водная $'(х) толоморфна в том же круге, н мы имеем: 9'3 (х) =1- 92 (х). Вер- 
немся теперь к уравнению (29) и сделаем в нем замену переменных х=$' (и), 
у==$ (2), где и и о— новые переменные, и $ — функция, которую мы только что 
определили. При соответственном выборе значений корней мы имеем также: 


У1-— = (а), Ут = (5), 


и уравнение (29) обращается в 4и -- 40 =0, Следовательно; общий интеграл этого 
ураввения можно представить в двух различных видах; 


и 9=5С' 
хУгр-я+у иг я= С, 
9 (не (0) +9 (9 (0) =". 


Отсюда, как и выше, заключаем, что между и + из(н)ф (0) 1 т (1) 9(9) дол- 
жно существовать некоторое соотношение; полагая в нем 7==0, мы получим вид 


этого соотьошения: р , 

(и 9) =з@у (0-9 (2). (32) 
Это соотношение имеет место, если |#| < А, |9|[ < В, |и-Ро| < КЮ, что, наверное, 
будет иметь место, если |и| <>, 151 <э. Предположим, что 9==и, и модуль 


И 


или 


|#]| < =; тогда соотношение (32) обращается в: 
$ (24) = 29 (и) 9’ (п)... (33) 


Обозначим через в; (и) функцию 29 и $" а ; эта функция голоморфна 
у 2 2 


в круге, описанном из начала координат радиусом 2Ю, и, на основаиии соотно- 
шения (33), она тождественна с голоморфною функцнею $ (и) в круге С с 
радиусом Ю. Следовательно, обе эти функции ф (и), $: (и) представляют одну и ту 
же аналитическую функцию, голоморфную и вне круга С; поэтому радиус Ю 
этого круга не может иметь конечного значения, и функция ф(и) есть целая 
функция от и, 

Рассмотрнм теперь диференциальное уравнение 


у? == (1 — у) (1 — #28), (34. 
13 5. Гуров, т. Ня. 2, 
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где мы берем правую часть в нормальном виде, принятом Лежандром. Рассмотрим 
интеграл ^(х) этого уравнения, обращающийся в нуль при х==0, и производная 
которого равна --1 при х-==0. Эта функция ^ (х) голоморфна в области начала 
координат. Пусть будет С самый большой круг, описанный из начала координат, 
внутри которого функция ^ (х) мероморфна, и К — радиус этого круга. Если бли- 
жайшая к началу координат особая точка функции ^(х) не есть полюс, то мы 
проведем круг б через эту особую точку, так что в этом случае функция \ (х) 
будет ‘голоморфною внутри этого круга. Рассмотрим уравнение Эйлера 


ах . + ах . — 0, - (35) ` 
Уй-—-хза-вю Уа-х»з— вх». 
общий интеграл которого представился формулою (66) (стр. 31); уничтожая ирра- 


циональность в знаменателе и сокращая на хх? — ^^, мы можем представить этот 
интеграл в виде 


И й— И — ха) + х, Иа— ха №хз) 
: 1 — хех — 
С другой стороны, выбрав соответствующим образом знаки при корнях и сде- 
лав замену переменных х: = (и) и хо =} (9), мы приведем уравнение (35) к урав- 
нению 4и- 49 =0, общий интеграл которого есть и {- °—С'. Следовательно, 
сделав ту же подстановку в формуле (36), мы придем к соотношению вида: 
Х (и) (9) 4 (0х) 
1 — 222 (и, А? (9) 
Чтобы определить функцию `Р, положим 9—0; мы будем иметь Ё (и) = 'и) и 
окончательно получим соогношение . 


АК (0) + Мо) (м 


с. (36) 
=Р (и 5). 


Если о = и, то 
2) (и` № (и) 


тва 
К 


‘причем эта формула имеет место, если будет |и|< 5. Рассмотрим теперь 


ои_2 (2) (2). 


х (и) = (38) 


функдию 


эта функция мероморфна в круге, описанном из начала коордннат радиусом, 
равным 2Ю, так как она есть частное двух функций, мероморфных в том же 
круге. Сверх того, в снлу соотношения (393), внутри круга С она совпадает 
с функцией ) (и). Следовательно, обе функции \ (и) и Ф (и) представляют одну и 
ту же аналитическую функцию, причем функция ^ (и) мероморфна в круге, боль- 
шем круга С. Таким образом нельзя предположить, что радиус А круга С имеет 
конечное значение, и следовательно, функция ^(и) мероморфна во всей плос- 
костн. 

Формула (37) есть формула сложения аргументов для функции )\ (и). Если № 
стремится к нулю, то в пределе мы получим формулу сложения для зт и; и дей- 
ствительно, функция $Зпи может быть рассматриваема как предельное выражение 
функдни А (и) при А = 0. 

432. Уравнения высших порядков. Изучение свойств функций, определяе- 
мых диференциальными уравнениями высших порядков, представляет гораздо 
большие трудности, чем те, с которыми мы до сих пор встречались в уравнениях 
первого порядка. Эти трудности в значительной степени обусловлены тем, что 
здесь-у интегралов могут быть позвижные существенно особые точки. Эти точки 
могут быть как существенно особыми точками в обыкновенном смысле, так и 
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трансцендентными критическими точками. В этом можно убедиться на следующем 
примере, данном Пенлеве. Функция 


У— #8 [208 (Ах + В}; 5 83], (39) 


где Аи В— произвольные постоянные, есть общий интеграл уравнения второго 
порядка: 


8 
6—0 1 


4у3— ув У4у— ву— в 


. (40) 


Вблизи любого значения переменного х, отличного от — в ‚ эта функция (39) 
голоморфна или мероморфна. Когда х совершает обходы вокруг товки — ©, то 
функция у получает бесконечное множество различных значений, еспи только 21: 
не содержится целое число раз в каком-лнбо нз периодов функции & (и; 55, 53). 
С другой стороны, когда перемениое х описывает такую кривую, что при этом 
| Ах + В] стремнтся к нулю, то точка, представляющая количество и== [ор (Ах + В), 
описывает некоторую кривую, простирающуюся в бесконечность; эта кривая 
пересекает бесконечное множество параллелограмов периодов функцин Юи, н функ- 
ция у не стремится ни к какому пределу, конечному нли бесконечному. Таким 
образом, хотя общий изтеграл уравнения (40) не имеет ни постоянных трансцендент- 
ных критических точек, ни подвижных алгебраических критических точек, 
однако, отсюда еще нельзя заключить, что этот интеграл однозначен, и это потому, 
что он имеет подвижную трансцендентную критическую точку, именно, точку 


В 
д. 

Начнная с уравненнй третьего порядка, подвижные трансцендентные особые 
точки могут образовать линни. Нетрудно понять, каким образом аналитическая 
функция, имеющая ‘разрезы, может не нметь нн одной критической точки в своей 
области существования и в то же время не быть однозначною, Рассмотрим, 
например, аналитическую функцию }{(х), голоморфную в кольце, ограннчиваемом 
двумя концентрическими окружностями С, С' с центрами в точке а, и имеющую 
окружности С и С’ существенными разрезами ($ 344). Функция Р(х) =/(х) 
-+ Гор (х — а) также имеет линии С, С' разрезами; она голоморфна в области каж- 
дой точки, лежащей в кольце между Си С’, и однако, она имеет бесконечное 
множество значений при всяком значении переменного х, заключающемся в этой 
области. 

Все эти трудности долгое время останавливали математиков. Только в сзоих 
последних работах Пенлеве * получил алгебраические диференциальные уравнения 
второго порядка, интегрнрующиеся в существенно новых однозначных трансцен- 
дентных функциях, Из уравнений, найденных Пенлеве, мы прнведем только урав- 
нение 


х =— 


у’ —ау-- вх, 


гдеаи В — постоянные (а} -^ 0}. Его общий интеграл есть трансцендентная меро- 
морфная функция ** 


* [ВиЦенп а4е 1а. Зочею Матетанчие, т. ХХУШ (1900), стр. 201-261 и Аса ташеташса, 
т. ХХУ (1902), стр. 1—36. См. также Р. Воцч!гонх, Аа ташетанса, т. ХХУШ, (1904), 
стр. 97—224 и Анное$ 5с. ае ГЕсе Могте Зирёмеиге, З-я серия. т, 80 (1913). стр. 258—375 
и т. 81 (1914), стр. 99—159; В. баш ЪЬ1ет, Аса ташетайса, ‚т. 33 (1910, стр. 1—55; 1. Спазу, 
1Ы8., т. 34 (1911), стр. 317—835, В. багатег, Аннайеу 5с. 4е ГЕсбе Могпице Зирёмеиге, 3-я серия, 
т. 29 (1912), стр. 1—126 ит. 34 (1917), стр. 239—858.} 
** Исходя из лниейных уравненнй, нетрудно составить снстемы диференциальных уравнений, 
которые обобщают уравненне Риккати и ннтегралы которых не нмеют „ругих подвижных особых 
точек кроме полюсов. Рассмотрим, например, снстему трех линейных уравнений первого порядка: 


у’-нау-- вси =0. и му аи =0, и -азу-- али = 0; (*) 
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433. Особый интеграл уравнения первого порядка. Мы уже видели 
несколько раз ($ 371 и 375), что диференциальное уравнение первого 
порядка может иметь такие интегралы, которых нельзя получить из 
общего интеграла, дав.я в последнем произвольному постоянному част- 
ное значение. Этот результат, повидимому, стоит в противоречии с 
доказанною выше (5 387) теоремою Коши, из которой мы получили точное 
определение общего интеграла. Поэтому нам необходимо возвратиться 
к основной теореме Коши и рассмотреть подробнее, удовлетворяются ли не- 
пременно для всех интегралов все те предположения, которые входят в условия 
этой теоремы. Рассмотрим для определенности уравнение первого порядка 


Е(х, У, У)=0, (41) 


где Р есть целый неразложимый многочлен относительно х, у, У, т-Й 
степени относительно у’. Всякой системе значений (ху, У) соответ- 
ствуют на основании уравнения 


ЕР(%, У. У) ==0, (4153) 


вообще, 71 различных конечных значений У.', Уз, .-., Ум для у’. Оста- 


новимся сначала на этом ‘общем случае. Когла модули |х—жЖ| и 
|У— у| стремятся к нулю, то т корней уравнения (41) стремятся, 
соответственно, к У", Уз, ..., Ум», И каждый из них есть голоморфная 
функция в области точки (ху, Ус). Например, тот корень, который стре- 
мится к у,, представится разложением в целый ряд: 


у—и-На,(х — хо (Уф... (42) 


К уравнению (42) можно применить теорему Коши, и мы заключаем, 
что это уравнение имеет интеграл, и притом только один, стремящийся 
к У, когда |х —хо[ стремится к иулю; этот интеграл — голоморфный, 
и разложение для у— Уд начинается с члена у/(х — хо). Таким образом 
каждому корню уравнения (411$) соответствует один интеграл. Следо- 
вательно, диференциальное уравнение (41) имеет и и только т инте- 
гралов, принимающих значение у› при Х==хХо, и эти т интегралов 
голоморфны н области точки х. Геометрически этот результат можно 
выразить следующим образом: через точку Мо (хо, Уз) плоскости про- 
‘ходят т интегральных кривых с т различными касательными, ‘и для 
каждой из этих кривых точка Му есть обыкновенная точка. Сверх того, 


полагая у = ИУ. 2 = ий, мы найдем, что У = у, й = = суть ннтегралы системы уравненнй: 
Уау- 7 + У (У ЬИ- &)=0, 
Рау 2+ — 2 (У + 2+ с) =0. ® 


Очевидно, что единственные подвижные особые точки этнх интегралов суть полюсы, имеи о, нулн 


функцнин и. 
Но важно заметать, чго уравиения (8} не представляют самого общего внда системы днферен- 


цнальных уравненнй: 
у И=В(х, У, 2), 2 = А (х, У, 2), (1) 


где Аи К, — рациональные функции от Уи 2, обладающие этим свойством. В самом деле, пусть 
будут У=Ф (У, 2), 21=$ (У, 2)-— формулы, определяющие преобразование Кремдны (Стешопа), 
т. е. такое преобразование, что из предыдущнх формул, обратно, имеем: У. =‹ (У, 2), Д=уку, 2), 
причем функции $, ф, фь %, — рациональные. Применяя это преобразование к системе (8), мы при» 
дем к новой системе, обладающей рассматриваемым свойством, которая, наверное, будет вида (1), 
но, вообще, не будет иметь вида (В). 
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все интегралы уравнения (42), принимающие при х= ху значение, близ- 
кое к У, удовлетворяют соотношению вида: Ф(х, у; х,, У С) =0 
($ 387), и рассматриваемый интеграл соответствует значению С==0 про- 
извольного постоянного С. 

Если при х==х,, у==У один из корней уравнения (41 15) обра- 
щается в бесконечность, то достаточно ‘ рассматривать, обратно, у как 
независимое переменное, а х— как неизвестную функцию. Тогда урав- 
нение (41) обратится в уравнение того же вида Р, {х, у, ху) =0, кото- 
рое при х==%, у==уУ% имеет корень х'==0. Если этот корень простой, 
то мы получим для х— х, разложение по степеням разности у — у, 
начинающееся с члена второй степени. Отсюда, обратно, точка х, есть 
алгебраическая критическая точка для интеграла, стремящегося к У, 
когда |х—Х,| стремится к нулю ($ 357). Через точку (%, У) прохо- 
дит интегральная кривая, касательная к которой есть прямая х==х.. 

Координаты (хо, Уо) точки, для которой уравнение (41) имеет крат- 
ный корень, удовлетворяют соотношению 


Ю (х, у, =0, (43) 


которое получим, исключая У из уравнений 


Е=0, 37 0. 

ЗУ 

Уравнение (43) представляет некоторую кривую (1), и каждой точке 
этой кривой соответствуют один или несколько кратных корней урав- 
нения (41). Пусть будут (хо, У) координаты обыкиовенной, не кратной 
точки Мо, взятой иа этой алгебраической кривой (7}; чтобы иметь дело 


с самым простым случаем, МЫ предположим, что уравнение . 
Е(х, У, У) =0 


имеет двойной корень У’, имеющий конечное значение: если бы этот 
двойной корень был бесконечным, то достаточно было бы переменить 
роль х и у, чтобы притти к случаю, когда этот корень равен нулю. 
Если модули |х— | и |у— У | очень малы, то уравнение (41) имеет 
два корня, очень мало разнящихся от у,. Вообще, эти оба корня не 
будут голоморфными функциями переменных х и у в области точки 
(хо, У), но их сумма и произведение суть голоморфные функции *, так 
что эти два корня уравнения (41), стремящиеся к У)’, когда |х— ж|и 
|у—ж| стремятся к нулю, суть вместе с ‘тем корни некоторого уравне- 
ния второй степени 


у*—2Р(х, ууу НН 9(х, у) =0, (44) 


гле Р(х, уи О(х, у} — функции, голоморфные в области точки (ху, Уз}. 
Из уравнения (44) имеем: | 


У=Р(х, УР 9. == (45) 


Оба корня равны между собою для всех точек кривой (\,), опреде- 


* Эти свойства доказываются так же, как соответсевующие георемы для неявных функция 
одного переменного ($ 355). | 
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ляемой уравнением Р?— @==0, эта кривая (};) должна быть частью 
кривой (у), и так как она проходит через точку (х,, Уо), то вблизи 
этой точки она совпадает с (у). Чтобы изучить соответствующую инте- 
гральную кривую, предположим, что начало координат перенесено в точ- 
ку Му, т. е. что х==уУ,==0. Так как начало координат есть простая 
точка* кривой (7), то, если мы возьмем оси координат таким образом, 
чтобы касательная в начале координат не была осью Оу, то уравнение 
Р2 — О==0 имеет голоморфный корень у — у. (х), стремящийся к нулю 
вместе с х. 

Вообще, угло:гой козфициент касательной к кривой (}) в начале 
координат отличен от двойного корня у,’==Р(0, 0) уравнения (45) 
при х==у==0. Мы пока примем без доказательства это почти очевидное 
положение; ниже мы к нему еще вернемся. 

Полагая в уравнении (45) у=у, |2, получим: 


= Р(х, А — у’ У 2Ф(ь, 2), 


где Ф(х, 2) есть целый ряд относительно х и 2. В самом деле, так ках 
у, есть корень уравнения РЗ — ©) =0, то ясно, что после подстановки 
у=у-- = переменное 2 должно быть общим множителем под ‘корнем. 
Располагая Ф\(х, г) по степеням 2, мы будем иметь разложение вида 


Фо (х) Е 24, (х) | 2$, (*) -..., 


гле Фо, $. ,$....,— функции от х, правильиые в области начала коор- 
динат. Функция Ф,(х) не равна нулю при х==0, так как в этом случае 
разложение количества 2Ф (х, г) не содержало бы членов первой степени 
относительно х, 2, и следовательно, разложение количества Р2 — О не 
содержало бы членов первой степени относительно х и у, что противно 
допущению, так как, по ‘предположению, начало коорлинат есть про- 
стая точка кривой \]. Точно так же, если мы заменим в разности 


Р(х уг) — у’ 
функцию У: ее разложением, то, располагая по степеням 2, получим: 
Р(х, у 2) — = (х)-- 20, (Хх) ..., 


причем первая функция 9,(х) не равна нулю при х ==0, так как, по 
предиоложению, значение производной у.’ в начале координат отлично 
от Р(0, 0). Следовательно, уравнение (45) переходит в уравнение вида: 


2' == Фо (х) Рф, (х)--...-БИ 2 УЕ -..., (46) 


причем функции 9, (х) и Фо (Хх) не равны нулю при х = 0. 
Положим в этом уравнении 2 == 1?; взяв сначала верхний знак при 
корне, получим: 


и == фо () о (х... РИ Рф... (47) 


* Еслн кривая (7) заключает в себе двойную кривую (11), то выражение Р1 — @ содержит 
множнтелем точный квадрат; приравняв его нулю, получаем уравненне двойной крнвой. Через ка- 
ждую точку кривой 1: проходят две интегральных крнвых, Которые в этой точке соприкасаются 
между собой н не имеют никаких особенностей, 
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Так как ф,(0) не равно нулю, то правая часть уравнения (47) голо- 
морфна в области точки х==0, и==0, и эта правая часть не равна 
нулю при х=0, и=0, так как %,(0) не равно нулю. Из (47) следует, 
что при х==и==0 производная т обращается в бесконечность; следо- 
вательно, уравнение (47) имеет интеграл, и притом только один, стре- 
мящийся к нулю вместе с х ($ 425), и начало координат есть для этого 
интеграла алгебраическая критическая точка. 

Таким образом данное уравнение (44) имеет интеграл у==у, -{ и?, 
стремящийся к нулю вместе с х; если бы мы взяли при корне в урав- 
нении (47) другой знак, то достаточно было бы заменить в этом урав- 
нении и ‘через — и, и мы получили бы ту же функцию у=у, -{ 12. 
Для этого интеграла начало координат есть алгебраическая критическая 
точка. Пусть будет а, член в правой части уравнения (47), не завися- 
щий от х ии, и 2, — коэфициент при ий в том же разложении. Тогда 
это уравнение примет вид: 


Чи 
2и т. = а -- би... 


ИЛИ 


или, наконец, 


ах 28 Зы? 
ди а, а? -... 
Поэтому 
и 25 


1 


Отсюда, обратно, будем иметь ‚ля и разложение по стенпеням х?; 


ук +. 
3 
и разложение для у-|- и? будет содержать член сх?. Следовательно, для 
интегральной кривой, проходящей Через начало коордииат, это начало 
есть точка возврата, и мы может сказать, что кривая (1), представляе- 
мая уравнением (43), есть, вообще, место точек возврата инте- 
гральных кривых. 

Таким образом через каждую точку кривой (\) проходит, вообще, 
интегральная кривая, имеющая в этой точке обыкноненную точку воз- 
врата первого вида, и угловой коэфициент касательной к интегральной 
кривой в этой точке равен двойному корню уу’. Если степень урав- 
нения (41) выше второй, то через ту же точку ‘проходят и другие 
интегральные кривые, соответствующие простым корням уравнения 
Е(%, У, У)==0, и для этих кривых эта точка есть обыкновенная точка. 
° Рассуждения будут совсем другими, если для всякой точки (Ху, 0) 
кривой (у) соответствующий двойной корень уд’ уравнения (41) равен 
угловому коэфициенту касательной к кр'вой (1) в этой точке. В этом 
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случае прежде всего очевидно, что кривая (7) есть интегральная кривая 
уравнения (41). Кроме того, это — интеграл, к которому совершенно не 
применима осиовная теорема Коши, какую бы точку на‘кривой (1) мы 
ни взяли для определения начальных значений переменных х иу. В са- 
мом деле, если за начальные значения мы возьмем точку (%, Уз} кри- 
вой (7), то уравнение 

Е(х, у, У)=0 


имеет два корня, стремящихся к уу, когда |х— х| и |у— У | стре- 
мятся к нулю, но эти оба корня не будут, вообще, правильными функ- 
циями переменных х И у вблизи значений Хо, Уз, и мы не можем здесь 
применить теорему Коши. Получающийся ‘таким образом интеграл назы- 
вается особым интегралом. Теоретическн разыскание особых интегра- 
лов не представляет никаких трудностей; в самом деле, для этого доста- 
точно исследовать, удовлетворяет ли диференциальному уравнению (41) 
кривая, прелставляемая уравнением (43), а для этого надо только вы- 
полнить исключение неизвестных из двух уравнений. Может случиться, 
что уравнение (43) представляет совокупность двух различных кривых, 
из которых одна есть особый интеграл, а другая — место точек возврата 
интегральных кривых. | 

Если кривая (у) есть особый интеграл, то через каждую точку этой 
‘кривой проходит, вообще, другая интегральная кривая, касательная к 
`кривой (1). Возьмем иачало координат в какой-нибудь точке кривой (у); 
мы уже зн:ем один интеграл у, уравнения (45); это особый интеграл, 
для которого одновременно 


у’ ==Р(%, У), Р? (х, У) == (х, У). (98) 


Полагая, как выше, у==у, |2, мы попрежнему можем представить 
данное уравиение в виде (46;; но в этом случае функция Ф,(х) равна 
нулю, так как 2 ==0 должно быть интегралом этого нового уравнения. 
Так как все остальные предположения остаются в силе, то функция $, (х) 
не равна нулю при х==0, и, полагая в уравнении (46) 2 = и?, мы при- 
дем к уравнению, все члены которого имеют множитель и. Разделив 
на и, будем иметь диференциальное уравнение: 


ии [, (ХР и, (ХР... Уф) Раф, ..., (49) 


к которому можно применить общую теорему Коши. Так как функция 
Фо (х} не равна нулю при х==0, то оба значения корня голоморфны 
при х=0, и—=0. Следовательно, уравнение (49) имеет два интеграла, 
голоморфных в области начала координат и обращающихся в нуль при 
х ==0; нетрудно убедиться; что эти два иитеграла получаются один из 
другого заменою и на — и. Следовательно, уравнение относительно у 
имеет, кроме особого интеграла, еще другую: интегральную кривую: 


уж, - 17, 


проходящую через начало координат и касающуюся в нем кривой (}}. 
Но между этими обоими интегралами есть существенная разница. В са- 
мом деле, к уравнению (49) можно приложить общие теоремы 5 387. 
и интеграл этого уравнения, обращшающийся в нуль при х==0, принад- 
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лежит к семейству интсгралов, зависящих от произвольного постоянного. 
Следовательно, то же имеет место и для интеграла, касающегося в на-. 
чале коорлинаг особого интеграла, тогда как сам особый интеграл’ есть, 

вообще, изолированное решение. Последнее понятно, потому что особый ' 
интеграл нельзя получить из общего интеграла, давая пронзвольному 
постоянному какое-нибудь частное значение, так как к особому интегралу 
неприменнмы рассуждения, из которых мы выводнли существование общего 
интеграла ($ 382). 

Таким образом особый интеграл есть, вообще, огибающая остальных 
интегральных кривых. Уже Лагранж заметил, что. огибающая кривых, 
представляемых общим интегралом диференцигльного уравнения первого 
порядка, есть’ также интеграл того же уравнения; это почти очевидно, 
так как в каждой точке огибающей кривой угловые коэфицненты каса- 
тельных к огибающей и огибаемой кривой между собою равны. Отсюда 
можно также вывести правило для получения особого интеграла из 
самого диференциального уравнения. В самом деле, рассмотрим сначала 
какую-нибудь точку М, близкую к огибающей кривой; через эту точ- 
ку М проходят две весьма близких между собою интегральных кривых, 
и угловые коэфициенты касательных к этим обеим кривым также весьма 
мало разнятся между собою. Когда гочка /И приближается к огибаю- 
щей, то обе касательные в пределе сливаются друг с другом, и уравне- 
ние (41) ‘имеет двойной корень у’ (т. 1, $ 198). 

Итак, мы видим, что для уравнения первого порядка могут предста- 
виться два существенно различных случая, смотря по тому, представляет 
ли кривая (7) место точек возврата интегральных кривых, или она есть 
особый интеграл. Естественно спросить себя, какой же из этих двух 
случаев надо рассматривать как нормальный. Нетрудно убедиться, что 
нормальным является первый случай. В самом деле, кривая (1) есть так- 
же огибающая кривых, прелставляемых уравнением Р(х, у, а) =0, полу- 
чающимся из (41) посредством замены производной у’ параметром а. 
Если бы диференциальное уравнение (41) имело особый интеграл, каков 
бы ни был многочлен Р, то отсюда мы пришли бы к явно неверному 
выводу, что в каждой точке огибающей семейства алгебраических кри- 
вых угловой коэфициент касательной равен значению параметра, соот- 
ветствующему той огибаемой кривой, которая касается. в этой точке 
огибающей. Если это условие удовлетворяется для какого-нибудь семей- 
ства кривых, то достаточно изменить параметр (полагая, например, 
а —=а'-|- г), чтобы это условие перестало удовлетворяться. Следовательно, 
если мы имеем уравнение первого порядка, в котором коэфнциенты в Р 
взяты произвольно, а не уравнение, полученное из другого как резуль- 
тат исключения произвольного постояниого, то случаи, когда особый 
интеграл существует, должны быть рассматриваемы как исключения. Если 
этот результат мог прежде казаться некоторым математикам парадоксаль- 
ным, то это, без сомнения, происходило от того, что до работ Коши 
изучали, главным образом, такие уравнения, общий интеграл которых 
состоит из алгебранческих кривых. Так как семейство алгебраических 
кривых имеет, вообще, огибающшую кривую, то казалось вполне есте- 
ственным распространить заключение на интегральные кривые любого 
диференциального уравнения первого порядка; но мы только что видели, 
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что такое обобщение неверно*. Впрочем, даже и в том случае, когда 
семейство плоских кривых, зависящих от ‘переменного параметра, имеет 
огибающую, разыскивая эту огибающую, мы, как известно, вместе с тем 
получаем место особых точек (т. 1. $ 198 и 199). 

434. Примеры. Различиые замечания, 1. Рассмотрим уравнение 


уз 2ху — у=0. (59) 


Оба значения рля у’ равны между собою во всех точках параболы 
у-- ^2==0, и этот лвойной корень равен — х, тогда как угловой коз- 
фициент касательной к параболе есть —- 2х. Следовательно, парабола не 
есть особый интеграл; покажем, что она представляет место точек воз- 
врата интегральных кривых. Уравненне (50) есть уравнение Лагранжа; 
применяя к нему общий метод ($ 370), мы найдем, что координаты х 
и у точек интегральчой кривой выражаются через переменный параметр 


р формулами: 
=: у=——= (51) 


Это — уникурсальные кривые четвертого порядка; при значениях 
параметра, которые представляют корни уравнения рз-|- 3С==0, мы имеем 


ах .. . 
1% 99 0, Следовательно, каждая из этих кривых имеет три точки 


ар ар 
возврата, и мы получим место этих точек, исключая р и С из уравне- 
ний (51) и соотношения р3= — 30, что действительно приводит к 


параболе у-|- х? == 0. 

2. Рассмотрим уравнение Эйлера Ху’? = У (6 375); оба значения 
У равны между собою во всех точках ктждой из восьмн прямых, пред- 
ставляемых урзвнением ХУ=0. Эти восемь прямых суть особые реше- 
ния, и действительно, они образуют огибающую кривых, представляемых 
общим интегралом. 

3. Чтобы решнть вопрос, имеет лн данное уравнение особый инте- 
грэл, можно воспользоваться следующим методом. Если особый интеграл 
существует, то, как мы видели, оч удовлетворяет уравнениям 


ЭР 


а следовательно, и уравнению 
ЭР, ЗЕ 
Се у=о0 
9х ‘ду 7 , 


* В теории огибающих кривых содержится предположение, что вблизи системы решений 
Хо Ус ‚ @0 уравнений (в, у, а) =0, да = Офункция ди да вместе со’своими частнымн производными 


непрерывны, так что к функциям х и у ота, определяемым этими двумя уравнениями, можно 
‘примеиить рассуждения, прнлагаемые к неявным функциям. Но, хотя мы знаем, что, если дано 
днференциальное уравнение первого порядка, то оно имеет бесконечное множество интегралов, 
зависящих от произвольного постояиного и представляемых в некоторой области уравнением 
© (х, у, С) =0, но ниоткуда ие следует, Что эта функция $ (х, у, С) удовлетворяет предыдущим усло- 
виям. Мы можем даже утвер дать, что, вообще, эгого не будет. 
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которое получим, диференцируя первое соотношение. Обратно, предпо- 
ложим, что во всех точках некоторой кривой (7) уравнения 
9Е ЭР ‚ 9Р 

Е(х т)=0 —=0 —- д т=о (52 

{ ! у, ) ) 7 ’ эх Фу ( ) 

имеют общее решение для 7. Вдоль кривой (у) х, у‘и т суть функции 

одного параметра, удэвлетворяющие соотношениям (52). Следовательно, 

между их диференциалами есть соотношение; 
ЕР 


Е 2. 
ухи зу + тат =0, 


и и, приннмая. во вним.ние уравнения (52): 


37 
Следовательно, если НИ не равно нулю во всех точках кривой (у), 


то мы имеем у =, и эта кривая есть особый интеграл*: Если же 


Е 9Е 
у =, то должно быть также ух =— 0, и необходимо’ убедиться непо- 


средственным вычислением, представляет ли кривая (7) интеграл. 
Это замечанне применимо, между прочим, к уравнению Клеро: 


Р(х, у, У) = (У, у—ху)=0. 
Положим для краткости и = у— ху’; три уравнения, которые должны 
быть совместимы, здесь будут: 


, у у у , ‚ { 
т у— —=0 хх“ — 9 © — 
Ку, У `ХУ) Зи и 0, ош У) РУ Зи 0, 


и они приводятся только к двум первым. Следовательно, уравнение 
Клеро имеет особый интеграл, и мы его получим, исключая У из этих 
двух соотношений. 


4. Рассмотрим уравнение 
р 1 г 
дру — 2х (я руу) Ев (Я У К-0, 
общий интеграл которого созтоит из кругов, дважды касающихся крвой второго 


порядка 
42 (1 — т) уз -- К=0 


и имеющих центры на оси Ох. Эта кривая второго порядка есть особое реше- 
ние. Но, кроме того, в каждой точке оси Ох оба значения для у’ обрашаются 
в бесконечность. Однако эта прямая не есть место точек возврата; через каждую 
ее точку проходят две интегральных кривых, каслющихся в ней между собою, 
причем их общая касательная параллельна оси Оу. 

5. Чтобы интеграл Г был особым интегралом, недостаточно, ` чтобы во всех 
точках этой кривой уравнение (41) имело двойной корень; необходимо еще, чтобы 
этот двойной корень был равен угловому коэфициенту касательной к Г. Рассмо- 


* См. статью .Дарбу в Виени 4ез Зсепсех птопетандиех, т. ГУ, 1873, стр. 158 — 176. 
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трим, например, циссоиды, представляемые уравнением (у — 2а)2(х — а) — № = 0. 
Прямая х-=0 есть место точек возврата этих кривых, и В То же время это есть 
частный интеграл, соответствующий а==0. Можно убедиться, что во всякой 
точке этого интеграла соответствующее диференциальное уравненне имеет двойной 
корень у’==0 и, кроме того, еще бесконечно болышой корень; следовательно, 
прямая х == 0 не есть особый интеграл. 

6. Пусть будет $5 поверхность, нмеющая области, где она выпукла, и области, 
где она седлообразна; Эти области разделены кривой Г, — местом параболических 
точек, во всех точках которой диференциальное уравнение асимптотических 


лнний (т. Г $ 237) . 
баш + 20'апао -- Р’4® =0 


а В | 
имеет для >. двойной корень;` этот двойной корень определяет направление. 
единственной асимптотической касательной. Если касательная к кривой Г не сов- 


падает с этою асимптотическою касательною (это — общий случай), то кривая Г 
есть место точек возврата асимптотических линий. Но, если асимптотическая ка- 
сательная в каждой точке М кривой Г совпадает с касательной к Г, то кривая Г 
есть огибающая асимптотических линий. В этом случае кривая Г есть одновре- 
менно и асимптотическая линия и линия кривизны, так как касательная к ней 
есть также ось индикатрисы. Следовательно, нормали к поверхности 5 вдоль кри- 
вой Г образуют развертывающуюся поверхность, и, так как нормаль к 5 есть и 
бинормаль к Г, как к асимптотической линии, то отсюда следует, что бинормали 
кривой Г, а следовательно, и ее главные иормали, образуют развертывающуюся 
поверхность; следовательно, Г есть плоская кривая (т. 1, $ 225), и рассматриваемая 
поверхность $ касается плоскости Р кривой Г вдоль этой кривой. 

Рассмотрим, например, поверхность врашения. Чтобы один из главных радиу- 
сов кривизны в точке М этой поверхности был равен бесконечностн, необхо- 
димо, чтобы или радиус кривизны меридиана был равен бесконечностн, или каса- 
тельная к этому меридиану была перпендикулярна к оси вращения. В первом 
‘случае кривая Г есть параллель, каждая точка которой есть точка перегиба для 
меридиана; асимптотическая касательная перпендикулярна к касательной кривой Г, 
и эта параллель есть место точек возврата асимитотических линий. Напротив, во 
втором случае, кривая Г есть параллелль, во всех точках которой поверхность 
касается плоскости этой параллели, как в торе; кривая Г есть огибающая асимпто- 
тических линий. | 

Все эти результаты нетрудно проверить непосредственно на диференциаль- 
ном уравнении асимптотических линий поверхностей вращения в полярных коор- 
динатах. | 

435. Геометрическое истолкование. Предыдущие исследования можно пред- 
ставить в несколько ином виде, на который Мы здесь кратко укажем. При этом 
мы попрежнему будем пользоваться геометрическими представлениями, хотя рас- 
суждення нетрудно распространить и на область комплексных переменных. 

Мы уже указывали ($ 369), что интегрирование диференциального уравне- 
ния первого порядка Р (х, у, у')=0 равносильно определению кривых Г, лежа- 
щих на поверхности 5, представляемой уравнеиием 


Е (х, 5,2) =0, (53) 


для которых имеет место соотношение Фу — 24х =0. Проекция с на плоскость 
хОу кривой Г, лежащей на поверхности $ и удовлетворяющей предыдущему 
условию, есть интегральная кривая данного диференциального уравнения, и 
обратно. Мы будем предполагать в дальнейшем исследовании, что эта поверх- 
ность $ не имеет иных особенностей, кроме двойных лнний, вдоль которых пересе- 
каются две полости поверхности, имеющие различные касательные плоскости. 
Вместо того чтобы рассматривать кривые с, лежащие на плоскости хОу, мы рас- 
смотрим кривые Г на самой поверхности 5. 

Рассмотрим сначала точку Му (хо, Уз, 20) поверхности $, не лежащую на двой- 
ной кривой, причем касательная плоскость в точке М, не параллельна оси 02. 
Касательная к кривой Г, прохолящей через точку Му, лежит в касательной пло- 
скости в этой точке 


ЗЕ 9 и9Р 
(5-9 (+9 (5) =, 64 
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а также в плоскости 
У— %— 20 (Х — %0) ==0, (55) 


9 
так как должно быть: 4у — гах =0. Эти две плоскости различны, так как 2 
[О 


по предположению не равно нулю; следовательно, эти плоскости пересекаются 
вдоль прямой, не параллельной оси О2. Таким образом через точку Му прохо- 
дит одна и только одна кривая Г, касательная к которой не параллельна оси О2; 
проекния с этой кривой на плоскость хОу проходит через точку п — проекцию 
точки Ме и ту есть обыкновенная` точка кривой с. Если точка Му лежит на двой- 
ной кривой поверхности 5, то можно применить предылущее рассуждение к каж- 
дой из обеих. полостей, если только ни одна из касательиых плоскостей в точке Мь 
не параллельна оси 02; следовательно, через точку Му проходят две кривых. Г, 
соответствующих двум полостям поверхности $. Остается исследовать случай, 
когда точка Му лежит на той кривой Л) поверхиости $, для точек которой одно-- 


. Е ы 
временно Е==0, ==. Мы предположим, что эта кривая Д не есть двойная 


кривая; тогда это есть место точек поверхности $, в которых касательная пло- 
скость параллельна оси Ол, причем в точке М, по крайней мере олна из част- 


Е 
ных ‘производных у_, -). отлична от нуля. В этом случае обе плоскости (54) 


и (55) параллельны оси Оз, и их линия пересечения также параллельна оси О?’ 
если только обе плоскости не сливаются между собою, т. е. если не будет 


не со 


Устраним пока из рассмотрения этот последний случай. Касательная к кри- 
вой Г, проходящей через точку Мь, параллельиа оси О2, но сама эта кривая Г) 
не представляет в точке М, никакой особенности. Чтобы в этом убедиться, заме- 
ним систему двух уравнений 


Е(х, у, 2) =0, 4у = 2ах (57 


системою двух совместных дифереициальных уравнений; 
ах _ 4 _ — 42. 
Е Е ЗЕ ЗЕ (58) 
2 252 912% 
с начальными условиями х = х, у=уз, 2==2%. Системы (57) и (58) равносильны; 
в самом деле, из уравнений (58) мы имеем интегрируемое сочетаиие 4Р -=0, и 
следовательно, Р`(х, у, 2) =Р (хо, Уь 20) =0. Е 


: 9Р . Е 
Так как по предположению ( )=0, а (5=), + 2 (5, ), не равно нулю, 


то из уравнений (58) мы получим разложения разностей х — ху И у— уу по сте- 
пеням 2 — 2, начинающиеся с членов не ниже второй степени: 


Х— м = (2 — 2 +.. .’ У = (2—8... 


Следовательно, точка М, есть обыкновенная точка кривой Г, проходящей 
через Му, но точка и, — проекция точки Му на плоскость хОу — есть точка воз- 
врата (вообще первого вида) для кривой с, — проекции кривой Г. Это замеча- 
ние вытекает из того общего свойства, в котором нетрудно убедиться, что про- 
екция кривой двойной кривизны на плоскость, параллельно касательной к этой 
кривой в точке М, имеет точку возврата в точке т — проекции точки М. Пусть 
будет 4 проекция на плоскость хОу кривой 0; тогда мы приходим к получен- 
ному выше результату: кривая 4 есть место точек возврата интегральных кривых. 
Этот метод имеет то преимущество, что из ‘него видно, как рассматриваемая осо- 
бенность исчезает при переходе от плоскости хОу к поверхности $5. 

Но результат будет иным, если соотношение (56) удовлетворяется во- всех 
точках кривой О. Тогда обе плоскости (54) и (55) сливаются, имы имеем случай, 
когда существует особый интеграл. При этом через каждую точку кривой О 
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проходят, вообще, две кривых Г— сама кривая Ди некоторая другая кривая, 
проекция которой на плоскость хОу касается особого интеграла 2. 

436. Особые интегралы системы дифереициальных уравнений. Теория 
особых интегралов распространяется на системы диференциальных уравнений 
первого порядка, а следовательно, и на системы высших порядков. Мы. рассмо- 
трим только систему двух уравнений первого порядка (что включает случай 
одного уравнения второго порядка), причем пойдем путем, обратным предыдущему, 
т. е. рассмотрим сначала систему дифереициальных уравнений, получающуюся 
от исключения постоянных *. | 

Пусть будут 

Е (х, у, 2; а, 5) =0, Ф (худа, В) =0 (59) 


уравнения семейства плоских кривых или кривых двойной кривизны Г, завися- 
щих от двух произвольных параметров а и 65; такое семейство называется кон- 
‚груэнциею` кривых. Для определенности мы предположим, что функции Ри 
„Ф суть многочлены; тогда кривые конгруэниии будут алгебраическими. Обобщим 
сначала теоремы, доказаниые для конгруэнции прямых (т. 1, $ 230). Если мы 
установим между а и 6 произвольное соотношение $ = (а), то получим беско- 
нечное множество кривых Г, зависящих только от одного перемеиного пара- 
метра а. Вообще, эти кривые не имеют огибающей кривой; в самом деле, для того 
чтобы они имели огибающую, необходимо, чтобы четыре уравнеиия (59) и (60); 


92, ЭР 46 __ 9Ф 5ФФь 
да РВ да а Ро (60) 
имели общие решения для х, у, 2 (т. № $205). 

Исключая х, у, 2 из этих четырех уравнений, мы придем к одному соотно- 


шеиию между а Ви—: 
ду а, аа 


п (‹ Ь, че) =0 (61) 


т. е. к диференциальному уравнению первого порядка. Если мы возьмем за соот- 
ношение р =—$(а) интегоал этого уравнения, то кривые Г не только образуют 
некоторую поверхность У, но и будут вместе с тем касаться некоторой кривой С, 
расположенной на У; мы попрежнему будем называть эту кривую С ребром 
возврата поверхности У,. Если уравнение (61) — т-й степени относительно Ча * ТО 
всякая кривая Г конгруэнции принадлежит, вообще, т поверхностям, аналогич- 
ным У, и на каждой из этих поверхностей она касается в определенной точке 
соответствующего ребра возврата. Таким образом на каждой кривой Г конгрузн- 
ции находится т замечательных точек, которые называются фокальными точ- 
ками Эти фокальные точки можно получить, не интегрируя уравиения (6!). 
В самом деле, для этого достаточио решить четыре уравнения (59) и (60) отио- 


45 . 
сительно х, у, 2 т, Прежде всего составляем соотиошение- (61), из которого 


аь а . воИ 
находим -.; далее, исключая „. из уравнений (60), мы получим новое `созтно- 


РЕФ) ЭФ Е _ 
Б(а, 8) — 9438 2% 39а 


шение; 
0, (62) 


и из этого соотиошения и из двух уравнений (59) кривой Г мы можем по дан- 
ным а и В определить координаты фокальных точек. 

Место фокальных точек есть Фокальная поверхность конгрузнции; мы 
получим уравнение этой поверхиости, исключая 4 и 6 из трех соотношений (59) и 
(62). Фокальная поверхность есть вместе с 1ем и место ребер возврата С поверх- 


* См. мемуар Гурса, Зиг 1ез зои#оп$ зтриНёгез 4ез ваиаНопз @1тепНеПез 
‚итаНапве$ (Ате’‘сап У]оигпа{ о} МатетаНс$, т. Хр. 
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ностей У, так как каждая точка кривой С есть фокальная точка для кривой кои- 
руэнции, касающейся С в этой точке. Отсюда следует, что всякая кривая Г кон- 
груэнции касается т полостей фокальной поверхности в т соответствующих 
фокальных точках, так как в каждой из этих точек она касается крив й С, 
лежащей на этой фокальной поверхности. Все эти свойства представляю? очень 
большую аналогию с свойствами конгруэнции прямых. Вообще, если многочлены 
Би $ произвольны, то т полостей фокальной поверхности представляются 
одним уравнением, но может также случиться, что это уравнение распадается на 
несколько различных уравнений. В некоторых частных случаях некоторые из 
полостей фокальной поверхности могут обращаться в кривые; тогда соответствую- 
щие ребра воззрата С обращаются в точки. 

Из этих свойств можно получить следующие результаты для диференциаль- 
ных уравнений. Кривые Г суть интегральные кривые системы диферсициальных 
уравнений, которые получим, исключая постоянные а иф из уравнений (59) и 


уравнений 9 32 ЗЕ 9Ф 9х э9Ф 
Е 
и = Уф =0 63 
де д аа дж УХ (65) 
получающихся из последних диференцированием, 
Пусть будет 
Фуд у, 1) =0, Фих, у, в у, 2) =0 (64) 


эта система диференциальных уравнений. Формулы (59) представляют общий 
интеграл этой системы, так как по предположению можно взять постоянные 
аи таким образом, чтобы кривая Г проходила через любую точку простран- 
ства с коорпинатами хо, У» 20. Если через эту точку проходят п кривых Г, то 
ураввения (59) определят и систем значений для а и 6. Далее, из уравнений 
(63) мы найдем у’и г’, и мы видим, что лля точки (ху, у» 20) уравнения (64) 
определяют п систем значений для у’и 2’. Но ребра возврата С суть также 
интегральные кривые уравнений (64), так как в каждой точке кривой С значения 
‚переменных х, У, 2, у’, 2' одинаковы как для Сутак и для кривой Г, касающейся С 
в этой точке. Следовательно, уравнения (64) имеют, кроме кривых Г, также беско- 
нечное множество других ингегралов, не содержащихся в формулах (59), кото- 
рые мы получим, интегрируя уравнение первого порядка (61). Это особые 
интегралы системы. 

Нетрудио видеть, что для существования фокальных поверхностей нет нгоб- 
ходимости, чтобы кривые Г были алгебраическими. Достаточно, чтобы вблизи 
сисгемы решений (ху, Ус, 2 аз, 85) трех уравнений 


Б(Е, Ф\ _ 


Е(х, у, 2, а, 8)=0, Ф(х, у, 2, а, В) =0, Ъиы= 


0 . (65) 


неявные функции х, у, 2 параметров а и В, определяемые этими тремя уравне- 
` ниями и обращающиеся в Ху, У» 24 при @ =, В==%, были непрерывны и имели 
в этой области непрерывные производные. В самом деле, пусть будут 


х=л (а, Ь), у=р (а, Ь), 2= (а, 5) (66) 


эти три функции; позость фокальной поверхности, проходящая через точку 
с координатами (ху, Ув, 20), представится вблизи этой точки формулами (66), 
причем параметры @ иф имеют значения, близкие к а и В. Отсюта нетрудно 
вывести уравнение касательной плоскости к фокальной поверхности. В самом деле, 
если точка х, у, 2 описывает какую-нибудь линию, лежашую на этой поверх- 
ности, то Хх, у, 2, а,.В будут функциями одного независимого переменного, удо- 
влетворяющими уравнениям (65); следовательно, их диференциалы удовлетворяют 
соотношениям: ° 


Я Е ИИ 
92 да 9 


эх ду 
9Ф 9Ф 9Ф 9Ф 9Ф 

8 $ 8 8 86 =0. 
9х Е Ра 2 да ‘Ту 
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Принимая во внимание последнее из уравнений (65), мы можем исключить 
$а и 66, причем придем к новому соотношению: 


Б(Е, Ф\ Б(Е, $) РЕФ), _ | 
реы То“! Рау “4 (67) 


Достаточно заменить здесь 8х, ву, 82 соответственно через Х— м, Гу, 
7— 2, чтобы иметь уравнение касательной плоскости к фокальной поверхности; 
нетрудно убедиться, что эта плоскость проходит через касательшую прямую 
к кривой Г, лак как для кривой Г мы из (65) имеем: 


9Е 9Р 97 9Ф 9Ф 9Ф 

— 8х —8 — 82== 0, — 8х —8 — 82==0. 

9х Ту т: 9х + 8у Ут 92 . 
Ф эр 


Умножая оба уравнения ссответственно иа -;-, -у„, мы приходим к уравге- 


нию (67). Таким «бразом при*выводе’ свойств фокальной поверхности нужно 
голько предположение, что к уравнениям (65). можно применить теорию неявных 
функций и, в частиости, что функции 2, Ф непрерывны вместе со своими част- 
ными производными вёлизи системы решений (ху, Уь 20. @%, Во). Это, наверное, 
осу ществляется, если Р и Ф многочлены, но ясно, что это имеет место и для 
многих других ф\нкиий. Заметим также, что, если кривые Г имеют особые точки, 
то место этих особых точек составляет часть фокальной поверхности. Это пред- 
ложение доказывается так же, как аналогичное предложение для плоских кри- 
вых (т. 1, $ 198). 

Рассмотрим теперь этот же вопрос с противоположной точки зрения, Пусть 
будет дача система двух диференциальных уравнений первого порялка вида (6): 
найдем, имеет ди эта система особые интегралы, причем мы предположим, что 4 
и Ф, — многочлены. Пусть будет Му какая-нибудь точка пространства с коорди- 
нагами (хо, Ус, 20); сели мы замевим в уравнениях (64) х, у, 2 соответственно 
через Хо, Уь 2%, то эти уравнения будут иметь, вообще, несколько систем реше- 
ний. Пусть будет Уз, 20 одна из этих систем; предположим сначала, что для этой 

р(Ф, $) 
системы определи.ель Якоби Ту =) Н® равен тождественно нулю. Тогда мы 


получим. из уравнений (64) для С и 2’ функции, правильные в области точки 
(Хь Ув, 20) | , .’ , 
у=у 4 а(х-—м)-..., 22 (фм... 


и обрашающиеся соотвественно в У и 20 при хх» У= У #=4. Сле- 
довательно, уравнения 64) имеют интегральную кривую, проходящую через. 
точку Му и касающуюся прямой, представляемой уравнением У — уд =У (“—ж), 
7—0 =2%(Х — 0), и эта кривая входит в состав семейства интегралов, зави- 
сяших от двух произвольных параметров ($ 387). Но результат будет иной, если . 


р ($, $ . 
—0; последнее равенство может иметь место только в ТОМ случае, 


Р (5% 20) 
если координаты “ху У» 20) удовлетворяют соотношению: 
В(х, у, 2)==0, (68) 
которое получим, исключая у’,-2’ из трех уравнений: 
, ($, 4.) 
ф—0, Ч; =0, = 69 
: Бу, 2) ( ) 


Уравнение (68) представляет некоторую поверхность $, и, как мы только что 
видели, ни одва интегральная кривая, не лежащая на поверхности „5, не может 
быть особым интегралом. 

Если лочка Му лежит на поверхко.ти $, то три уравнения (69) имеют для 
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‚ 
этой точки общие решения у’= у, 2—2. Если прямая О, представляемая урав- 
нением Хх 
—% _ Уж Ид 
===, (70) 


1 % 2) 


неесть касательная к поверхности 5 (как это и будет в общем случае), то’ суще- 
ствует интегральная кривая, проходящая через точку М и касающаяся: пряз 
мой ), и, как это было показано выше, точка Му есть, вообще, точка возврата . 
этой кривой. Весьма важно замегить, что эта интегральная кривая не может 
лежать на поверхности $, так как касательная к этой кривой не лежит в касатель- 
ной плоскости к поверхности 5. Следовательио, чтобы сущестаовали особые 
интегралы, необходимо, чтобы в каждой точке поверхности $ спотвезствующая 
прямая ДС лежала в касательной плоскости к этой поверхности. Это условие — 
достаточное, так как в этом случае через каждую точку поверхности $ проходит 
кривая, лежашая на этой поверхности и касающаяся прямой Р). Эги кривые опре- 
деляются диференциальным уравнением первого порядка и, действительно, пред- 
ставляют особые интегралы уравнения (64), так как в кажлой их точке зиачения у’ 
и 2' образуют кратную систему решений уравнегий (64). | 
ПРИМЕРЫ. 1. Рассмотрим систему совместных уравнений: 


Уфу =, аа. (т) 


Оба значения для 2' равны между собою во всех точках цилиндра х? + у? —1 =0, 
и этому двойному корню соответствует направление перпендикуляра, опушен- 
ного из точки (х, у} на ось Ох, 

Так как это направление не лежит в касательной плоскости к цилинлру, то` 
здесь нет особых инте: ралов. На эгом примере нетрудно убедиться, что цилиндр 
есть место точек возврата интегральных кривых,’ так как общий интеграл 
системы (71) представится формулами: 


у=лх, гум 1-асвуу—1+С, 
2. Возьмем систему диференциальных уравнений вида: 
Ву ху, 2 хе, у, 2) ==0, Фцу гхи, у, )=0, (72) 


которую можно рассматривать как обобщение уравнения Клеро. Полагая. 
и=у ДУ, 0=2— 7, имеем из предыдущих соотношений: 


(7—3) У- (5; 0, 


ду, Зи ам до] 

9Ф 9Ф 9Ф 9Ф 

ДИ “. и РА ый " — 0. 
(> * > ы (> "уо } 


Мы можем удовлетворить последним уравнениям, полагая у’==0, 2”—0 или 
предполагая, что 


/9Е 9Р\ /8Ф 9Ф идЕ д2\ /9Ф 9Ф 
м ее (хм) =0 13 
ду "м, ) (5; >) (52 ху. (>, т) (19) 


Гри первом предполож*нии у’и 2’ равны постоянным аи 65; таким образом 
кривые, составляющие общий интеграл, суть лучи конгруэнции, представляемой 
двумя уравнезиями: 


Е(у— ах, = —Ьх, а, В) =0, Ф(у-— ах, 5 — 5х, а, В)-0, 


Здесь есть и особые интегралы, так как лучи конгруэнции касаются обеих 
полостей фокальной поверхности; эти особые интегралы суть ребра воззрата раз- 
верты аюших поверхностей кон! рузиции и получаются интегрированием диферев- 
циального уравчения первого порядка. Мы получим уравнение фокальной 
поверхности, исключая у’ и 2’ из соотношений (72) и (73). 


14 5. Гурев, т. П, я. 2. 
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1. Найти, имеются ли особые интегралы у следующих диференциальных 
уравнений: 


о. з\ , : ры 
У-+ (2+5) а му-ц=0 


[Серре.] 
хузу"а — узу" | пах =0. 
—_ __ [ПШлёмильх.] ‚ 

Уз—2хУ уу 4 у=0. 
[Буль.] 

(Ху — у) — 2х1 + уз) =0. 
[Уэль.] 

2х (1 - у) — (ху у)? ==0. 
[Муаньо.] 


2*%. Доказать, что уравнение Р/(х, у) =0, получакщееся от исключения У из 
двух соотноше, ий 2 (х, у, у’) =0, . 5х т» у =0, представляет место точек 
х у . 


перегиба интегральных кривых. 
Пользуясь преобразованием взаимными полярами, вывести отсюда теорему 
$ 433 относительно места точек возврата интегральных кривых. 
[Дарбу, ВиЦейп @ез Зе псез тайётайциез, т. [\, 1873.] 
3. Найти особые интегралы системы диференциальных уравнений 
уху + уз, а=ах уг. 
[{Серре.] 
4. Исследовать, имеет ‘ли диференциальное уравнение второго порядка 


дут — (у и узи —у=0 


обобые интегралы, и найти эти интегралы. 


, Лагранж, Оепутез, т. Х., стр. 233.] 
{Заменить это уравнение системою двух уравнений первого порядка.] 


5*. Дано диференциальное уравнение второго порядка 
Е(х, У, У, у’) ==0; 
и 9. 
исключая у” из этого уравневия и из соотношения тя ==0, мы получим дифе- 


ренциальное уравнение первого порядка.Р(х, у, у)==0, интегралы которого 
обладают, вообще, следующим свойством: через каждую точку М любой из 
этих интегральных кривых С проходит интегральная кривая уравнения Е= 0, 
имеющая в точке М точку возврата второго вида, причем касательною в точке 
возврата служит касательная к кривой С в точке М. [Атейсап ЛоитваГ‘о} Маше- 
таНс$, т. ХИ, стр. 364.] 

6. Вывести свойст‘а функции ех, исходя из общего интеграла диференциаль- 


ного уравнения их += 0, представленного в алгебраическом виде ху= С. 
Та же задача для функции 1х; сначала для этого найти алгебраический 
общий интеграл диференциальиого уравнения 
ах 4 ау _ 
у Ты 
7*. Дано диференциальное уравнение первого порядка у’=А (х, у) где 
Ю (х, у) — рациональная ‚функция от у, коэфициенты которой суть аналитические 
функции от х; предположим, что уравнение имеет общий интеграл вида: 
фо (уп -Е чи (ие... + и (%) Е 
д щ х, — С. || 
О О ИВА СВХ О 


0. 
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Доказать, что, сгелав подстановку вида и = А, (х, у), где Ю; есть рациональ- 
ная функция от у, можно привести это уравнение к у; авнению Риккати. 
, [Пенлеве (Райцеуб).] 
Ответ. Угавнение (1) можно представить в виде: 


уп + [Ах - В, (%) Шут-* Е... + [1% + В, -1 (&) у + и=0, 
где и=—^—“, причем функции А, В, известны, и и удовлетворяет угавне. 


8. Доксзать, что, газыскивая функцию / (а) под тем условием, чтобы огибаю- 
шая прямой х с0за -- узт а ==} (а) была данною кривою С, мы придем к дифе- 
ренциальному уравнению, общий иитеграл которого состоит из прямых, прохо- 
дящих через постоянную точку кривой С. Действительное решение задачи пред- 
ставляет особый интеграл. 


ГЛАВА. ХХИ. 


УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО 
ПОРЯДКА. 


В этой главе, посвященной теории уравнений с частными производ- 
ными первого порядка, мы имеем в виду, главным образом, приведение 
ингегрирования такого уравнения к интегрированию системы обыкновен- 
ных диференциальных уравнений. Хотя в большинстве случаев такое при- 
ведение и не можег иметь никакого практического значения, тем не 
менее оно представляет большой теоретический интерес, так как позво- 
ляет оценить степень трудности задачи. Хотя во всех последуюиинх рас- 
суждениях не содержится требования, чтобы рассматриваемые интегралы 
были аналитическими, но, за исключением случаев, когорые будут ука- 
заиы отдельно, мы ограничимся только такими интегралами. 


1. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 


437. Общий способ. Мы уже видели, что интегрирование однородноцо 
уравнения 


хи» ИН... хе =0, (0. 


хп 


где Х., Х,,..., Х„ суть функции от хм, х,,..., М, И интегрирование 
системы диференциальных уравнений 
ах. 4% _ __ ах, (2) 
х &, А’ 
— две равносильные задачи ($ 392). Если Л, /№,..., /._1 суть п—1 
первых независимых интегралов системы (2), то общий интеграл урав- 
нения (1) есть произвольная функция 


ФС, Лаз. - + - , из) 
этих и — 1 интегралов. 


Интеграл, удовлетворяющий условиям Коши, мы можем получить сле- 
дующим образом. 

Предположим, что коэфициенты АХ, голоморфны в области. частной 
системы значений хо, х, ра хо, причем первый .коэфициент (Х’,), не. 


равен нулю. Так как уравнение (1) может быть решено относительно 


4! ‚ то к нему можно применить общую теорему ($ 886). Следовательно, 
й 
существует интеграл этого уравнения, толоморфный в рассматриваемой 
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— 9 : 
области и обращающийся при х, ==) в заданную голоморфную функ- 
цию 9(х., х,,..., х,) от (И— 1) переменных х,, ..., х,. Чтобы 
получить этот интеграл, представим систему (2) в виде: 
ах, _ Хо йх Хх 


а ии, (3) 


так как правые части уравнений (3) голоморфны в области системы зна- 


чений х0, №,..., №0, то существует система голоморфных интегралов, 
принимающих при х,==л® заданные значения С,, С;,..., С,, если 
только модули |С,— х®| не превосходят некоторой границы; ‚эти инте- 


гралы суть голоморфные функции переменного х и параметров 
С» С»... , С, ($ 387) и могут быть представлены разложениями вила: 


ж=с + — Ри (х, С, С,..., С) @=8, 3,..., п). (4) 


Решая эти и— 1 уравнений относительно С, мы получим систему 
п —1 первых интегралов уравнений (2) в виде разложений: 


С=Ех,- (м — м) 9, т, Хау ++ х„) (1==2, 3, ...., п), (5) 


причем функции ©, голоморфны. Ясно, что функция 9(С., С.,.-.,С,) 
этих. и-—1 первых интегралов голоморфиа в области точки (х,..., х}) 
и при х, == обращается в ф(х., х., -. х,). 

Рассмотрим теперь линейное уравнение: 


д2 92 22 | 
Рух, Е РН + РР, ^=0, (6) 


где Р,, Р.,..., Р„, К могут зависеть как от независимых переменных 
5 х,..., Х„. так и от неизвестной функции 2. Это уравнение можно 
привести к виду (1) следующим приемом, которым часто пользуются 
в теории уравнений в частных производных. Вместо того, чтобы непо- 
средственно искать неизвестную функцию 2, определнм ее как неявную 
функцию уравнением 

И (2, м, хь..., Х,) = 0, (7) 


причем искомой функцией будет функция У от п-Р 1 переменных 
2, Х, Хх)... Хи. Диференцируя соотношение (7), получим: 


И, дИ 92 9и 9И 92 

Эх, А эг ак — Ра, =0; 
№ 
Эх," д, 

ведезными из пену соотношений, с иметь: 


РР +... НР + 83,0. (8) 


замен»я в уравнечии (6) производные их значениями, вы- 
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Это новоё уразнение имеет вид (1), и его иитег- ирование равио- 
сильно интегрированию системы 


Р, Р, ‘`` Р, В’. (9) 


Таким образом мы подуча м следующее предложение: если цу, 
и, ...› И, Суть п первых независимых интегралов системы (9), то 
всякая функция 2 от п переменных х, х.,..., Х„ определяемая 
соотношением вида: 

Ф(и, и, ..., Ш) ==0, (10) 


где Ф есть произвольная функция от и, и, ..., И» есть интеграл 
уравнения (6}. 

Отсюда еще нельзя заключи'ь, что таким образом мы получим в.е 
‘интегралы уравнения (6). В самом деле, чтобы неявная функция, опре.. 
деляем я соотношением (7), была иитегралом, нет необходимости, чтобы 
было тождественно Р(И})==0; достаточно, чтобы условие Р(У)=0 
было следствием уравнения У =0. Ес. и, например, мы возьмем аля И 
интеграл уравнения вида Р\И)==АУ, где К есть постоянный множитель, 
отличный от нуля, то очевидно, что соотношение У==6 определит 
интеграл уравнения (6). Следовательно, необходимо рассмотреть, может ли 
соотношение (10) дать все интегралы уравнения (6). Чтобы доказать, 
что кроме особых с'учаев, которые будут точно указаны ниже, соотн ›- 
шение (10) действительно определяет все иитегралы даиного уравнения, 
заменим ‘в п функциях и, и,,..., И, перемешное 2 интегралом уравне- 
ния (6); мы получим функции Ц, 0.,...; И, от п переменных х, 
х,...› Хи. Если мы докажем, что определитель. Якоби этих п функ- 
ций тожлественно равен нулю, то тем самым мы докажем, что суще- 
ствует соотношение 


Ф(О., и, ..... 0.) =0, 


и следоватеьно, рассматриваемый интеграл удовлетворяет соотношению 
вида (10), где пронзвольная функция Ф заменена через ф. Вычислим 
этот определитель: 


Зи Зил о Зи . Е 

БР ди Ре ао Ра , 
А —- ооо ооо ео ве ,. 

9 Г р — эх, 


и, ил 9и “зи 
ух, ГР 215. НР р .’.” И 
4% 


Представив этот определитель как сумму частных определителей и 
замеч.я, что некоторые из них будут иметь два одинаковых столбца, 
получим: 


Ош, и. 11). Ре, и... Ш) 
А= ЕЕ (1. 


Ол, Жо +, Хр 2 Яир» МН) 
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Но и, и.,..., и, суть п-первых интегралов системы (9); поэтому 


+... +2, 


"ах, 


ди, 


ди, +5 =0 (= 2, ..., П). 


Зи, 
Р:, НР 3х, 


1 

9х1 

Из этих и линейных и однородных уравнений относительно п-|- 1 
функций Р,,..., Р„, ® имеем: 


к йо . — М 12) 
Би, и) Бал и,..., и) м, (< 
Р(\ь Хр.) м) В (1, ..:, Мь 2, Мр нь» ми) 


гле М есть функция от х, х.,..., Хх, 2, которую всегда можно 
вычислить, если известны первые интегралы и, и.,..., и,. Внося в 
соотношение (11) значения определителей, выведенные из уравнений (12), 


получим: , 
МА=Ю—Рр —Р,р, —...— Р.Р (1251$) 


Если 2 @сть иатеграл уравнения (6), то правая часть последнего 
равенства равна нулю, и следовательно, этот интеграл удовлетворяет одному 
из двух условий А —=0 или М —0. В первом случае, как мы только что 
доказали, этот интеграл определяется соотношением вида (10). Что 
касается соотношения //=0, то оно определяет одну или несколько 
вполне определенных неявных функций. Таким образом мы +идим, что 
за исключением некоторых особых интегралов, не зависящих ни ог 
одного произвольного Постоянного, всб интегралы уравнемия (6) удо- 
влетворяют соотиошению вида (10). В последующем мы будем говорить, 
что соотношение (10) представляет общий интеграл уравнеиия (6). 


Чтобы узнать, может ли данный иитеграл удовлетворять соотношению М= 0, 
рассмотрим какую-нибудь точку (о, к ..., хо) этого интеграла и предположим, 
что все коэфициенты Р;, Р.,..., Р„, К голоморфны вблизи этой системы зна- 
чений и не обращаются одиовременно в нуль при Х:==20, 2:=2- Предположим, 
например, что Р; отлично от нуля при этих зиачениях. В этом случае уравне- 


ние (8) можио решить относительво 9 и, применяя теоремы Кови ($ 386), мы 
х 


видим, 9ТО ДЛЯ щ, Из, ...;йи МОЖНО взять функции, голоморфные в области зна- 
чений (50, х2,...,50). Но одно из уравнений (12) будет: 


‘ Р(и. ру тие ил) 
= —иШиы—щоыЩС. 
2 (2, хь ..., хп) 
Так как определитель, стоящий в правой ‘части, голоморфный, и Р\ не равно 
нулю при =, 2==2),-то Отсюда следует, что при этой системе значений М 


не может быть равно нулю. Так как точка (=, ..., хо, 25) есть произвольиая точка‘ 
рассматриваемого интеграла, то мы заключаем, что ингеграл, удовлетворяющий 
соотношению М =0, может существовать только в двух следующих случаях: 

1. Существует такая функция У (Хх, Ха, -.., Хи, 2), Что всякая система зна- 
чений перемеиных хь 2,’ обращающая в нуль функцию \, обращает в нуль также 
и коэфициенты Рь Р, ..., Рь Ю. Тогда все эти коэфициенты имеют общий мно- 
житель, и эсно, что, приравнивая этот множитель нулю, мы получим ‘интеграл, 
Это — случай, не представляющий никакого интереса, 
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2. Предыдущие рассуждения неприменимы еше в том случае, когда интеграл, 
опреде яемый соотношением У-=0, таков, что вблизи всякой системы значе ий, 
уловлетвор-ющих этому соотношению, некоторыее из коэфициентов  Р, Ю не 
будут голоморфными, Э‹:от случай может действите ‘ьно иметь место, как мы в. этом 
убедимся ниже. 


438. Геометрическо? истолкование. В случае уравнения с тремя пере- 
менными из“оженный здесь общий метод вопускает простое геометри- 
ческое истолкование. Презставим это уравнение в обычных обозначе- 


ниях; 92 э 
Рр--99=К, р, ч=5, (13) 


х ду 

где Р, О, Ю суть функции трех переменных х, у, 2. Пусть будет $ 
какая-нибудь интегральная поверхность; так как уравнение касательной 
плоскости к этой поверхности есть 


Е—2=р(Х— х + 9(У— У), 


то соотношение (13) выражает, что эта касательная плоскость проходит 
через прямую 0, представляемую уравнениями: 
Х—х_ Уфу _ 2—4 


Р 9 А’ (4) 


Таким образом задача интерирования уравнения (13) геометрически 
может быть выражена следующим образом:. 

Для каждой точки М(х, у, 2) пространства дана прямая Г», 
проходящая через эту точку и представляемая уравнениями `(14)}. 
Найти такую поверхность $, чтобы касательная плоскость к этой 
поверхности $ в каждой ее точке проходила через прямую О, со- 
ответствующую этой точке. 

Если известны все поверхности, обладающие этим свойством, то тем 
самым мы знаем общий интеграл линейного уравнения. Три функции Р, 
©, Ю определяют тот закон, по которому изменяет свое направление 
прямая О, когда мы перемещаем точку М. В большинстве случаев эти 
три функции Р, ®, А будут аналитическими функциями от х, у, 2, но 
для последующих рассуждений достаточно, чтобы они удовлетворяли 
условиям, указанным в теории диференциальных уравнений (8 388 и 
след.). 

Эта геометрическая постановка задачи приводит нас к разысканию 
линий Г, которые в каждой своей точке касались бы соответствующей 
прямой 0; эти линии Г называются - характеристическими линиями. 
Покажем сначала, что всякая интегральная поверхность образована 
характеристическими линиями (характеристиками). В самом деле, 
рассмотрим такую поверхность $5. В каждой точке М этой поверхности 
соответствующая прямая 0) лежит в касательной плоскости... Следовательно, 
можно искать такие кривые, лежащне на этой поверхности, которые 
в каждой своей точке касались бы соответствующей прямой О. Мы 
получим эти кривые, интегрируя диференциальное уравнение первого 
порядка ($ 378). Следовательно, через каждую ‘точку поверхности 5 про- 
Ходит, вообще, одна: и только сдна кривая, лежащая на этой поверхности. 
и обладающая требуемым свойством. Ясно, что эти кривые — характе. 
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ристические; таким образэм, предложение‘ доказано. Обратное предложе- 
ние почти очевидно. Вели поверхность есть место характеристик, то 
касательная плоскость в любой. точке этой поверхности содержит каса- 
тельную прямую к характеристике, лежащей на поверхности и прохо- 
дящей через эту точку, т. е. прямую О. Таким образом рассматриваемая 
зэдача приводится ‘к определению характеристических линий. 

Из самого опрёделения характеристических линий следует, что их 
диференциальные уравнения суть 


ах ву 42. 
р=о=Р: (15) 


следовательно, ‘через каждую точку пространства проходит, вообще, одна 
и только одна характеристика, касающаяся соответствующей прямой Ш. 
Предположим, что мы проинтегрировали уравнения (15); пусть будут и 
и 9 два независимых первых инте’ рала этой системы. Общий интеграл 
представится формулами: 


и(х, у, 2} =а, 9(х, у, 2)==ЬБ, (16) 


где аи 2 — произвольные постоянные. Следовательчо, характеристиче- 
ские кривые, завися от двух параметров, образуют конгруэнцию. Чтобы 
получить поверхность, образуемую кривыми этой „конгруэнции, должно 
установить между параметрами @ и &Б произвольное соотношение, 
например ф (а, Ь) ==0; тогда соответствующая интегральная поверх- 
ность презставится уравнением $ф(и, 9)—=0. Это тот самый р:зультат, 
который мы получаем из общего метода предыдущего параграфа, так 
как здесь ви х суть два независимых интеграла уравнения; 


ОУН о, 


ПРимЕРЫ. 1. Рассмотрим уравнение рх -+- 4у = т2. Диференциальные урав- 
нения характеристик. 
4х Чу 42 
ху т 


У 


имеют два первых интеграла — х = а, — В, и общее уравнение ингегральпых 


2 
хт 


(3) 


Если т-=1, то характеристики суть прямые, проходящие‘ через начало 
координат, и интегральные поверхности суть конусы с вершиною в начале 
координат. Если т 0, то х*рактеристики суть прямые, папаллельные плоскости 
хОу и пересекающие ось 02; интегральные поверхности суть коноиды. 

2. Рассмотрим уравнение ру—ах + а==0. Диференциальные уравнения 
характеристик 


поверхностей есть: 


4х ау _ 42 


у -х —а 
допускают две интегрируемых комбинации: 


хах руду = 0, ага Ууах 


жфу =, 
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и характеристнки представятся уравнениями; 
2+у—=С, га С, 


Это — винтовые линии с ходом, равиым 2та, расположенные на прямом круг- 
иом цилинлре с осью 02. Общий интеграл состоиг из геликоидов с произволь- 
ным профилем (мы предполаг ем, что система координат — пр»моугольная) 
В частном случаз, когда а==0, характеристики суть -руги 6 центрами на оси 02, 
плоскости которых параллельны плоскости хОу; интегральные поверхности суть 
поверхности вращения с осью О2. : 

3. Ортогональные траекторин. Пусть будет 


Р(х, у, 2) =С (17) 
уравнение такого семейства поверхиост.й У, зависящих от произвольного пара- 
метра С, что через каждую точку пространства (или, по крайней мере, части про- 
странства) проходит одва и-только одна из этих поверхностей. Найдем другую 
поверхность 5, представляемую уравнением: 


2=$(х, У), 


которая пересекгала бы ортогонально в каждой своей точке поверхность У, про- 
холяшую Через эту точку. Так как направляющие косинусы нормалей к обеим 


поверхностям пропорциовальны соответствёнио —, г, для Уи р, 9,1 
дж’ ду м. 
для $, то условие ортогональности приводит к линейному уравнению: 
ое 0. (18) 
9 ду 92 
Диференциальиые уравнения характеристик 
ах _4у _а2 
= 2 19 
Зое ЭР (9 
д ду 42 


определяют кривые, в каждой точке которых касательною прямою служит нор- 
маль к поверхности У, проходящей через эту точку. 

Предположим, напримег, что Р(х, у, 2) = 2} (х, у), причем функция /(х. у) — 
однородная 1-й степени. Диференциальные уравнения характеристик здесь будут: 


ах _4у _ 242 

НА И РО 

м 1 | 
Принимая во внимание соотношение Эйлера, имеем интегрируемую комби- 


нацию; , 
хах Нуд4у— тг4а:=0; 


отсюда получаем первый интеграл х? -+- у? — т2? — а. С другой стороны, т равно 


однородной ‚функпии нулевой степени переменных х, у; следовательно, мы полу- 
чим другой первый интеграл квадратурою ($ $564). 

4. Иногда можно найти характеристические линии без вычисленнй, по их 
геометрическим свойствам. Пусть, например, требуется найти такие поверхности $, 
чтобы касатезьная плоскость в любой точче М ксждой из этих поверх- 
ностей пересек ала данную прямую & в точке Т, равноотстоящи й ст точки М, 
и от постоянной точки О прямой 8. Пусть будет М какая-иибудь точка про- 
странства; на прямой А существует одна и только одна такая точка. Г, что ГО == 
— ТМ; эта точка Г лежит на пересечении прямой А с плоскостью, перпендику- 
пярною к отрезку ОМ в его середине. Пусть будет О прямая, проходящая через 
точ<и Ми Г. Касательная плоскость ко всякой поверхности, удовлетворяющей 
условиям задачи и проходящей через точку М, содержит эту прямую 0; слело- 
вательно, по сказанному выше, эти поверхности суть ннтегралы линейного урав- 
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нения. Прямые Д суть касательные к харлктеристическим ливиям.так как эти пря- 
мые все пересек: ют прямую А, то все характерисгические зинии — плоск е, рас- 
положенные в Плоскостях, проходящ сх через прямую А. Характ ристики, лежа- 
щие в од-ой из эгих плоскостей, суть инге ральные криные некогорого дифе- 
ре циачьч“ого уравнения первого порятка. Нетрудно видеть из опреде 'яющих 
их свойств, что эго — круги, касающиеся прямой А в точке О так как Го = ГМ. 
С гедовательно, искомые поверхности образованы кругами, касающимися. прямой А 
в точке О. 


Произвольную функцию ф(и, 9) можно выбрать таким образом, чтобы 
интегральная поверхность проходила через данную кривую Г; мы полу- 
чим эту поверхность как геометрическое место характеристических 
линий, проходящих через различные точки кривой Г. Если кривая Г 
представлена уравнениями: 


Ф (х, у, 2) =0, Ф, (х, У, 2) =0, {20) 


то задача приводится к разысканию такого соотношения между параме- 
трами а и В, чтобы характеристическая линия пересекала’ кривую Г. 
Ясно, что мы получим это соотношение, исключая х, у, 2 из двух 
уравнений (20) и двух уравнений и —=а, о ==6 характеристической линии. 
Задача имеет только одно решеиие, если только кривая Г не есть 
сама характеристическая. В этом исключительном случае, чтобы иметь 
интегральную поверхность, проходящую через кривую Г, мы можем 
взять любую поверхность, образуемую любым семейством характери- 
стических линий, зависящим от произвольного параметра, в состав 
которого входит кривая Г. 

439. Характеристические конгруэнции. Всякому линейному уравнению 
вида (13, соответствует характеристическая конгруэнция, состоящая 
из характеристических линий этого уравнения. Обратно, всякая кон- 
груэнция линий, т. е всякое семейство линий, зависящих от двух про- 
извольных параметров а и В, есть характеристическая конгруэнция 
некоторого ‚уравнения вида (18)*. В самом деле, предположим сначала, 
что уравнения, определяющие эту конгруэнцию, решены относительно 
параметров а и 6: ° 

и(х, у, 2) =а, 9(х, у, 2) =. 


Всякая поверхность 5, образованная линиями этой конгруэнцни, соеди. 
ненными по произвольному закону, представится уравнением вида: 
9==п (и); взяв частные производные по х и у, получим: 
ди ди 99 99 и ди 

, 


, , д 
р=ти [ур О - 


90199 

9х 92 

Исключая п' (и), придем к линейному уравнению: 
Д (и, э) О (и, э) Б(и, 5) __ 
РА, РТР, 9 РБ, 


Очевидно, что данная конгруэнция есть его характеристическая кон- 
грузнция. 
* Мы предполагаем, сверх того, что через каждую точку пространства (или части простран- 


ства) ‘проходит одна из эгих линий, что не имело бы места, если бы все они были расположены 
на одной и той же поверхности. 
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Рассмотрми теперь общий случай конгруэнции, опре.еляемой двумя 
уравнениями произвольного вида: 


И(х, у, 2, а, 6) =0, У(х, у, г, а, 5) =0. . (20 


Если мы установим между параметрами а и 6 соотношение произ- 
вольного вида $ (а, 5) =0, то получим уравнение поверхности $, обра- 
зуемой линиями Г конгруэнции, если исключим а и 6 из уравнений (21) 
и соотношения ф == 0. Какова бы ни была функция ф, все эти поверх- 
ности и в этом случае удовлетворяют одному и тому же уравнению 
в частных производных первого порядка. Чтобы получить это уравнение, 
можно поступать следующим образом. Три уравнения, 


0—0, У=0, (а, 5)=0 (22) 


определяют три неявных функции 2, а, 6 независимых переменных х иу, 
причем, так как третье содержит только а и В, то 
О (а, 65) 
Вх, у) 
С другой` стороны, диференцируя два первых уравнения (22) по х и у, 
мы можем вывести из получаемых соотношений выражения производных 


3. 5). 34 — через х 2 а, 6, причем вхолят в эти 
дх ' 5х ' ду ду р ‚. У, ‚РВ, 4, ’ ’ р р, 4 


выражения линейно; внося полученные выражения . производных в опре- 
делитель (23), мы придем к новому соотьошению: 


Ф(х, У, г, р, 4, а, 5) =0. 


Остается только исключить @ и 6 из этого соотношения и двух соотно- 
шен й (21), чтобы притти к уравнению, содержащему только х, у, 


2, р, 4: Ф(х, у, 2, р, 9) =0; (24) 


это — диференциальное урав’ение всех поверхностей, образуемых лини- 
ями конгруэнции. Было бы нетрудно убедиться из самого способа 
получения этого уравнения, что оно распапается на несколько уравнений 
первого порядка относительно ри 4; но это вытекает из самого смысла 
этого уравнения. Предположим, например, что через точку М простран- 
ства пр»ходят т лин.Й конгруэнции; пусть будут О;, О.,..., О» 
касательные прямые к этим линиям в точке /4. Всякая поверхность, 
образуемая лин. ями конгруэнции и проходящая через точку /М, должна 
содержать олну из и: линий этой конгруэнции, проходящих через точку т, 
и следовательно, касательная плоскость в точке ММ должна проходить 
через одну из прямых О;, О,,..., От. Пусть будут Р‚, @, К, напра- 
вляющие параметры прямой О, Такум образом всякая поверхность, обра- 
зуемая Линзями конгруэнции, должна удовлетворять одному из т урав- 


нений Е,=Рр-— а—Ю,=0 (=1,2,..., т), | (25) 


и левая часть уравнения (24) совпадает, до множителя, не зависящего 
отриф, с произведением т линейных множител й Ё,, Б,,..., Ви. 
Заметим при этом, что, вообще, невозможно разделить аналитически 
эти 1 ‘множителей, 
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Некоторые геометрические задачи также можно привести к уравне- 
ниям в частных производных’ первого порядка, распадающимся на произ- 
ведение линейных м ‘ожителей. Возвратимся, например, к задаче об орто- 
гональных траекториях и рассмотрим семейство поверхностей, уравнение 
которых Р(х, у, 2, С) =0 содержит про звольный параметр С в т-й 
степени. Чтобы получить диференцизльное уравнение поверхностей, 
пересекающих данные поверхности ортогонально, должно попрежнему 
исключить С из соотношения Р==0 и из условия 


92 + 7 2 0. 
Рух т 92 

По предположению через каждую точку М пространства проходят т 
поверхностей расхматриваемого семейства. Пусть булут О;, 0О,,..., О» 
нормали к этим 2 поверхностям. Касательная плоскость к ортогональной 
поверхности в точке /М должна содержать одну из этих прямых; следо- 
вательно, уравнение в частных производных распадается на систему т 
линейных уравнений относительно р и (0. 

Обратно, всякое уравнение этого вида устанавливает соответствие 
между каждою точкою пространства и т прямыми 0,,0,,..., О, 
через нее проходящими; оно выражает, что касательная плоскость 
к интегральной поверхности содержит одну из т прямых ДО, 
р.,...,)О„, соответствующих каждой точке пространства. Если мы 
назовем хирактеристикою +тсякую линию, которая в каждой своей точке 
касается одной из т соответствующих прямых, то из предыдущих рас- 
суждений попрежнему слелует, что интегральная поверхность есть геоме- 
трическое место характеристиь. Чтобы получить, лиференциальные урав- 
нения этих линий, нет необходимости разлагать левую ‘часть уравнения 
на линейные множители. В самом деле, н писав условия того, что эта 
левая часть делится на множитель Рр-- 04 —Ю, мы прилем к уравне- 
ниям, однородным относительно Р, ©, Ю, которые определяют для 
каждой точки (х, у, 2) т систем значений для отношений двух изо 
коэфициентов Р, ©, А к третьему. Заменяя в этих уракнениях Р, О, Ю 
пропорцио‘альными им козичествами 4х, 4у, 4г, мы получим диферен- 
цизльные уравнения характеристик, таким образом, ингегрирование урав- 
нения с частными произволными и злесь привелось к интегрированию 
системы обыкновенных диференциальных уравнений. 


Из предыдущей теории легко видеть, каким образом личейное уравнение (13) 
может иметь инте! ралы, не со:ержащиеся в общем интеграле. Рассмотрим урав- 
неиие в частных производных 


Е(х, уг, р, 9) =0, (26) 


л-вая часть которого есть произведеиие нескольких множи:елей, линейных 
относи:ельно р, 4 и неразделимых ‘аналигически; пусть будут 


Чу 42\ _ Чу 42\__ 
Ф (х 5, 2 Це, а) =, $ (= у, 2, ЩЕ) =0 (27) 


диференциальные уравнения характеристик этой системы. 

Линии, представляющие общий интеграл уравнений (27), образуют конгруэн- 
цию, ко орая есть характеристическая конгруэнция уравнения (2›), и общий ин» 
теграл состоит из поверхностей, образуемых линиями этой ко груэнции, соеди- 
ненными по произвольному закону. Но может случиться, что уравневия (27) имеют 
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особые внтегралы; это будет в том случае, 6сли характеристическая конгруэнция 
имеет фокальную повегхность (У). Тогда через каждую точку этой поверхности 
проходит линия хапактеристической конгруэ и'ни, касающаяся этой поверхиости. 
Следовательно, касательная плс скость к поз‹рхности (У) содержит одиу из пря- 
‚ мых О‚ соответствующих точке прикосно ения, и потому (У) есть интегральная 
поверхность. уравиевия (24). При этом она воо ще, не входит в состав поверх- 
ностей, образующих общий интеграл; она есть особый интеграл. 
Рассмотрим, например, уравнение 


[р (2 — 29) + ху == фи (а  ув— 2), 


равносильное двум линейиым уравнениям: 


д (\? — 2) ау Их т л— 29) 0. (23) 
‘`Дифсренциальные уравнения характеристических линий будут: 

42 __ _ „4\ 5 ‘у `\? 

4х °, (5 хр) =2 [1+ (2. | 


Первое уравнение дает 2-=0С; второе уравнение есть уравнение Клеро 
{$ 371). Таким образом характеристическая конгруэнция состоит из прямых 
линий 


2=0С, у= ах 21+ Св, 
параллельных плоскости хОу и касающихся конуса д? -- у? = 22. Общий инте- 
грал состоит из коноидов, образуемых этими прямыми; здесь есть и особый 
ин!еграл — сам конус. 
В обта ти каждой точки (хо, Уз, 20) этого конуса коэфициент при а в урав- 
иении (28) не будет голоморф зым, чго согласно с предыдущим замечанием (5 137). 


Ш. УРАВНЕНИЯ В ПОЛНЫХ ‚ ДИФЕРЕНЦИАЛАХ. 


440. Исследование уравнення 42= А 4х -|- В 4у. Существование инте- 
гралов вполне интегрируемой системы уравнений в’ полных диферен- 
циалах было доказано выше ($ 385). Интегрирование такой ситемы 
приводится к интегрированню нескольких систем обыкновенных дифе- 
ренциальных уравнений с .од‘им незавнснмым переменным. Метод, 
который мы изложим для наиболее простого случая, непосредственно 
распрос'раняется и на общий случай. 

Рассмотрим урэвнение 


@2=А(х, у, зах В(х, у, 2) 4, (29) 
где‘ есть искомая функция двух независимых переменных х иу. Это 
уравнение равносильно двум соотношениям: 

92 92 

х=А (>, У, г), у 80 у, 2). у . (30) 
Следовательно, всякий интеграл, принадлежащий этим двум уравнениям, 
удовлетворяет также двум другнм уравнениям: 

922 __ ЗА 9А 922 В эВ 

дд ду д’ д Г 
и следовательно, соотношению 


9А  ЭА 58 / эВ 
та Вх да зи 
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Если это соотношение не есть тождество, то интегралы данного урав- 
нения (29) можно искать только срели неявных функций, определяемых 
уразн нием (31); следовательно, путем исключения всегда можно узнать, 
имеют ли урвнения (30) интеграл, общий для обоих уравнений. 

Например, уравнение 


42 —=гах + (2? + а?) ау 


допускает интегрзл 2 =0 при а==0 и не имеет интегралов при а, от: 
личном от нуля. Но для того, чтобы эти уравнения допускали бесчи- 
сленное множество интегралов, зависящих от одной произвольной по- 
стоянной, необходимо, чтобы соотношение (31) выполнялось тождественно. 
В этом случае уровненне (29) называется вполне интегрируемым. 

Услозие интегрируемости (31) инвариантно относительно всякой 
замены переменной г: 

2—=Р(х, у, и), 


где и — новое переменное. Какова бы ни была функция Р, уравнение (29) 
заменится новым уравнением того же вида: 
Чи = А. (х, у, и) ах -| В, (х, у, и) ау, 


для которого условие интегрируемости тоже ‘удовлетворяется. 
Действительно, новое уравнение можно записать в виде: 


и Чу — Чи =А(х, у, д ах--В(х, у, г) ау. (32) 


Следовательно, оно разл гается на два отдельных уравнения: 


Е | ЭЕаы _ ) 
тия А >, 2), |3 
м ур (38) 
ду ди ду = ‚У, ), ] 


в которых в правых частях 2 заменено через Р(х, у, и). 


и Зи 
Мы могли бы вывести отсюда выражения для хи уу? но для того, 
| У 


чтобы доказать, что уравнение (32) вполне интегрируемо, достаточно 
2 


проверить, что выражение для ‚ полученное из первого из уравне- 


эхду 
2 
ний (33), тождественно с выражением для у взятым из второго. 
Диференцнруя первое уравнение (33) по у, получим: 
922 РР 90 УРди | 9?Р ди ди | ЭР и 
янь мы дядь Гая ву = 
ЗА рим и | _эА/ дА 
= да [у мб | Г 
Диференцируя второе уравнение по х, мы получим уравнение, левая 
часть которого отличается от левой части последнего уравнения только 
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32и 92и 
тем. что производная заменяется через ., а правая часть будет 
Р эха р дудх р у 
В, эВ 
авна —-- — А. 
р 9х + 32 | 
92 92 
Так как условие (31) выполняется тождественно, Мы получим = —=——; 
9х  ду9х 


Это доказывает нам, что условие интегрируемости выполнено и для 
уравнения (32). . 

Пусть теперь 2=ф(х, у, С) будет общий интеграл первого из урав- 
нений (30), причем у мы рассматриваем как параметр, а С есть постоян- 


- 9 
ная интеграции. Функция ф удовлетворяет соотношению кр ==4(х, у, 9), 
с 


и после замены переменного 2==$(х, у, и) в уравнении (29) мы 
получаем: | 


2 и —* в: | 
г ди [В у, $). у ау; (34) 


последнее уравнение эквивалентно двум соотношениям: 


В силу доказанного общего свойства интеграла эта система тоже 
должна удовлетворять условию интеграции, которое здесь своднтся к 
эЮ 

=—(. 
9х 

Для определення нового переменного и мы пришли, таким образом, 
к системе вида: у м 

5 =0, ду К, и), (35) 
общим ‚интегралом которой является общий интеграл второго уравнения 
и=Ф(у, С), где С — постоянная, не зависящая ни от х, ни от у. 
Достаточно заменить теперь в ф(х, у, и) и через ф(у,-С), чтобы полу- 
чить интеграл вполне интегрируемой системы (29), и мы видим, что 
инте.рирвание этого уравнения сводится к интегрированию двух 
. обыкновенных даференциальных уравнений (34) и (35). 


ПРИМЕР. Рассмотрим уравнение в полных диференциалах;: 


1-Е уг + @— м) 


= 1 ху 


4, (36) 


равносильн.е системе: 
92 __ 1+ уг 92а _х(2—х) 


= , . (3) 
9% 1-ху ду 1-- ху 
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Злесь условие интегрируемости удовлетворяется, и гервое из урзвнений (36'), 


. 2 
линейное отиосительно & и д, имеет общий интеграл: 
х 


2—5 +10) +5, 


Где и(у) есть произвольная уния от у Внося это значение ДлЯ 2 Во втбрд? 


уравиение (36”), получим: ри +-5=0, откуда вмезм: и = — + С. Следова- 
тельно, общий иитеграл рЗнения (36) есть: 
2=х-+ СИ + ху), (37) 


где С— произв ольноз постоянное. 


Задачу интегрирования уравнений в полных диференциалах можно 
представить геометрически. Для удобства мы будем попрежнему называть 
интегральною поверхностью всякую поверхность, ‘представляемую урав- 
нением 2=Л(х, У), где функция /(х, у) есть интеграл уравнения (29). 
Уравнения .30), или 


р=А(х, У, 2), 9=В (х, У, 2), 


выражают, что касательная плоскость к. интегральной поверхности $ 
в точке (х, у, 2) этой поверхности совпадает с плоскостью, предста- 
вляемою уравнением 


Е—г=А(Х—х)-ЕВ(У—У). (38) 


Таким образом задача интегрирования Уравнения (29) равносильна 
следующей геометрической задаче: 

Всякой. точке (х, у, 2) пространства поставлена в соответствие 
плоскость Р, проходящая чергз. эту точку и представляемая угав- 
мнением (38). Найти поверхности 5, в ‘каждой точке которых каса- 
тельною плоскостью служит плос‹ость Р, соответствующая этой 
точке. 

`Эта задача похожа на’ задачу $ 438, но в настоящем случае она не 
всегда имеет решение. Если условие иитегрируемости (31) удовлетво- 
ряется, то, вообще, существует интеграл, и притом только один, урав: 
нения (29), принимающий данное значение 2, при системе данных зна- 
чений (^х, №) переменных х,.у Следовательно, в этом случае через 
всякую . точку пространства вообще проходит одна и, притом только 
одна интегральная поверхность. 

Рассмотрим, например, семейство кривых двойной кривизны Г, зави- 
сящих: от двух иИроизвольных ‘параметров @ и фи представляемых 
системою двух уравиений: 


и(х, у, 2) = а, 9(%, у, д-=6;. (89) 


пусть эти кризые таковы, что через каждую точку пространства (или 
части пространства) проходит одна и только одна кривая этого .семей- 
ства. Вообще, не существует семейства поверхиостей 5, имеющих эти 
кривые Г ортогональными траекториями. В’самом деле, касательиая пло- 
скость к поверхности 5 в каждой точке этой поверхности. должна сов- 
падать с нормального плоскостью к кривой Г, проходящей через ту же 


45 5. Гуров, т. Ц, я, 2 
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точку. Таким образом мы приходим к частному случаю предыдущей 
залачи, которая, как мы вилели, не всегда имеет решение, откуда следует, 
что произвольно данная конгруэнция кривых вообще’ не состоит из 
ортогоиальных траекторий семейства по ерхностей. 

Так как касательная плоскость к поверхно.ти $ в точке (х, у, 2) должна 
быть перпендикулярна к касательной прямой к`кривой Г, проходящей 
через эту точку, то она булет перпендикулярна к касательным плоско- 
стям к двум поверхностям (39) в той` же самой точке ‘(х, у, 2). Следо- 
вательно, предполагая, что оси координат . прямоугольные, мы должны 
иметь два соотношения: . 


и ди ди 9.5 97 
жРРу ==, РР 7—0. 


Отсюда находим значения для р и 0: 
р=А(х, у, г, 9=В (х, -у, 2), 


и, чтобы задача была возможна, условие (31) должно тождественно 
удовлетворяться. 


Рассмотрим, например, семейство линий 
Х=ай, У=в, 


где Х, У, 7 обозначают соответственно функции переменного х, переменного у 
и переменного 2. Пользуясь предыдущим методом, находим для ри 4 следую- 
щие зиачения: 

хр у’ 


Р=— 7, Ч ут, 


и уравнение в полных диференциалах можно представить в виде: 


742 Ха Уа 
пе ту =0 


Очевидно, что это уравнение вполне интегрируемое; и общий ингеграл 
получается квадратурами: 


й` Хх - у 
# 42 д ах 1 ау=С. 
2 + +5 у 


441. Метод Майера. Предыдущий метод требует двух последовательных 
интегрирований; эти два интегрирования можно заменить одним следующим обра- 
зом. Предположим, для определенности, что коэфициенты А (х, у, 2) и В.(х, у, 2) 
голоморфны в области тбчки (ху, Уз, 20); тогда, если условие (31) удовлетворяется, 
существует одна и только одна интегральная поверхность $, проходящая через 
точку. (№, Уз, 20) Сущзость метода Майера (Мауег) состоит в том, 410. для полу- 
‘чеиия этой поверхности сначала определяют линии пересечения этой поверх- 
НОСТИ С плоскостями, Параллельными оси Ог и проходящими через точку (%%, У» 20). 
Пусть будет Г линия пересечения поверхности 5% с плоскостью 


У—ж=т(х — 9), (40) 
где т имеет данное зиачение. Вдоль этой кривой Т мы имеем ду—= тах, и, 


замевяя ‘в уравнеиии (29) уи 4у их предыдущими значеииями, мы получим 
соотношеиве 


42 = {А[х. у + т — ж), 2 + тВ[х, ут — м), 2} ах, (41) 


которае также удовлетворяется вдоль всей линии Г. Но это соотношение ‘содер- 
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жит только два переменных х и 2; это диференциальное уравнение первого 
порядка, интегрируя которое мы получим кривую Г. Пусть будет 


2—=9(х, ХУ» 2% т) (42) 


интеграл этого уравнения, обращающийся в 2 при х==хо. Кривая Г представ- 
ляется сис'емою двух уравнений (40) и (42). Так как искомая поверхность $6 
есть место кривых Г при изменении параметра т, то мы получим уравнение 
этой поверхности, ‘исключая т из уравнений (40) и (12); лля этого достаточно. 


- г . Этот метот представляет ‘очевидную 


. (- 
аналогию с методом, указанным для интегрирования полных диференциалов 
(т. $ 375). Его можно было бы также обобщить, заменяя плоскости, парал- 
лельные оси Ог, цилиндрами, проходящими через данную точку (%, У, 2%), 
с образующими, параллельными оси 2. . 
Возвратимся, например, к ур'внению (36) и положим ху = у ==0. Полагая 
у=тх, 4у= тах, получим из этого уравнения ` 


а» _ Этхг 1 — ше. 
ах тетх СТ тх’ 


заменить в уравнении (42) т через 


это — линейное уравнение, интегрирование которого не представляет никаких 
затруднений; его интеграл, обрашающийся в 25 при х==0, есть: 


2=х-+ 40 (1 + тлх?). 

Следовательно, поверхность $6 представляется уравнением: 2 = х -+- 2. (1 -- ху), 
и мы приходим к результату, полученному ранее по пзрвому методу *. 

442. Исследование уравиения Рах | Оду - Ю 42==0. Задачу инте- 
грирования уравнения в полных диференцналах можно представить 
в более общем и симметричном виле. , ‘ 

Пусть будут Р(х, у, 2), О(, у, 2), Ю(х, у, 2) функции трех 
переменных х, у, 2. Проинтегрировать уравнение . 


Р(х, у, г) ах -О(х, у, 2) Чу Ю(х, у, г) 42==0 (43) 


значит найти одно соотношение Р(х, ‘у, 2)=0 между переменными 
х, у, 2, следствием которого было бы данное соотнош-ние (43) между 
этими тремя переменными и их диференциалами 4х, Чу, '(4г. Если 
функция Р содержит переменное ‘2, то мы можем рассматривать хиу 
как независимые п-ременные, и = как их функцию; мы видим, что эта 
функция должна удовлетворять уравнению: 

9 


е-4 - в“, 


имеющему вид (29). Заменив в условии интегрируемости (31) А через 


—в, В через —Р И выполнив вычисления, получим: 
{30 29 аЮ  эР\, „[эР 39\ _ 
Р (5 35) +9 ( А (уе) 0. (44) 


Это условие. не изменяется при круговой перестановке х, у, 2 и 
-Р, О, Ю; следовательно, мы пришли бы к дому же самому условию (44), 
если бы вместо 2 приняли за неизвестную функцию какое-нибуль из пере. 
менных Х или у. Таким образом запача интегрирования уравнения (48) 


* Ма йер (Мауег), Оъег ипезснгапк ‚„ицергаре Зузете, МашетаНусйе Аппацеп, т. У. 
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не отличается по существу от рассмотренной выше задачи ($ 441); но, 
представляя уравнение в полных диференциалах в виде (43), мы избе- 
гаем необходимости указыгать, какие переменные `мы принимаем за неза- 
висимые. 

Условие (44) встречается в следующей задаче, тесно связанной 
с предызущею Если дано выражение 


Р(х, у ах + Ч(х, у) ау, 


то мы видели ‹$ 373 и 337), что всегда существуег бесконечное мно- 
жество множителей №(х, у), для которых произведение и (Ра Ооа!} 
есть полный диференциал функпии от двух переменных х, у. При пе е- 
ходе от двух переменных ‘к трем’ такая теорема вообще не имеет места. 
В самом деле, рассмотрим три функции Р, ©, Ю трех переменных 
х, у, 2; чтобы произведение и(Рах-- Одау-+Ю 42) было точным 
диферснциалом, множитель д должен удовлетворять трем условиям: 


9(ро)  з(ыЮ) 9 (К) _ 2 (иР) 9(иР) _ 3 (м0) 


2 _ ду’ 9 г ’ ду 9х 


Умножая эти уравнения соответственно на Р, О, Ю и складывая, мы 
придем по разделении на д к условию интегрируемости (44). Следова- 
тельно, это условие необходимо, чтобы трехчлен Рах-- Оду+ Юа2 
имел ннтегрирующий множитель. Оно также и достаточно. В самом 
деле, если оно удовлетворяется, то уравнение (43) — вполне интегри- 
руемое. Пусть будет | 
Б(х, у, 2) =С (45). 

92 


92 
общий интеграл этого уравнения. Значения производных х и у 
у 


выведенные из уравнения (45), должны быть тождественны со значениямн 


Р 
—® и —в, полученными из уравнения. (43), так как можно взять 


произвольное по:тоянное С таким, чтобы иитегральная поверхность 
прошла через любую точку пространства. Для этого должно быть: 


РР 
РВ 


или 4Е = р'Рах {- 94у-- К 42); слеловательно, множитель м. равный 
общему значению предыдущих отнэшений, есть интегрирующий множи- 
тель. Погторяя рассуждения $ 373, можно было бы доказать, что суще- 
ществует бесконечное множество интегрирующих мно кителей, которые 
все имеют вид рп(Р), где п есть произвольная функция от Р. 


Условие. "нтегрируемости (44) есть инвариант относительно. всякой замены 
переменных. В ‚сахом деле, рассмотрим преобразование, определяемое формулами: 


х=(и, 9, и), у=е(и, т, в), 2-=ф(а, 9, м), (46) 


причем определитель Якоби от функций /, $, $, по и, о, м не равен тождественно 
нулю. После `закого преобра‘ования трехчлен Рах-{ Оа4уЮа42 переходит 
в выражение того же виза: Р, аи -- ©, 4о {+ К, аш, где Р.,, О, К, — функции от 
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и, о, ю. Если соотношение (44) удовлетворяется, то аналогичное соотношение 


30, _ ЗК, ЗА: _ ЭР \ ЭР _ 30, \__ 
(5 м.) +0. (3, м) ® (55 ди —о (7) 


также удсвлетворяется тождественно. В этом можно было бы убедиться непосред- 
ственным вычислением (т. |, гл. Ш, упр. 19}; но это предложение является также 
следствием самого’ значения: условия (44). В самом деле, если соотношение (44) 
удовлетворяется, то существуют дее таких функции вх, у, 2) ‘и Е, у, 2\, чо 


в (Рах--Од4у-+ Ваг)=аЕ. 


После замены переменных, определяемых формулами (46), 'ункции ви Р 
обращаются в функции ви, 9, &), Рики, 9, 9) иовых переменных, и’мы имеем 
тождественно = аР:. Следозательно, предыдущее тождество обращается в 


в (Ру аи + 9, 4% + К. 4) =аРь, 


и, следовательно, трехчлен Р, 4и- 0, 4% Ю. ам имеет интегрирующий множи 
тель, т. е. фуикции Р» Оз, А, также удовлетворяют соотношению (47). 
Пользуясь этим замечанием, можно представить предыдущий метод интегри- 
рования (5 440) в более общем виде. В самом деле, предположим, что посредством 
замены перемеиных мы представили трехчлен Ра: + О ду-- Ю 42 в виде двучлена 
Р. аи- 0,45, содержащего только два диференциала (и и 49. Тогда в соотно- 


д 4Р 
шении .47} должно положить К; ==0, и ‘мы получим отсюда Ру 30; _ а — 
ди ди 
3 ГР, \. Ра 
или рии а, ==0; из этого равенства следует, что соотношение > не зависит 
(6 4 © 


от и. Следовательно, интегрирование данного уравнения в полных диференциалах 
приводится к интегрированию уравнения вида: 4о +- п (и, 9,) 4и 0, т.е. к обыкно- 
веннэму диф-ренциальному уравнению. у 

Всякий трехчлен вида: Рах-- О4у- Ю 42 можно привести к двучлену 
Р,4и + О. 49 бесконечным множеством способов. Например, можно поступать 
след, ющим образом. Определим сначала лве таких функции в (х, у, гл и Р (х, у, 2, 
чтобы при всяких 4х и ау было | 

и, 5) +06. 9 
'У 


эта задача приводится к интегрированию диференциального уравнения 
Рах-+ 94у=0, 


где 2 рассматривается как парам-тр. Тогда данное уравн-гние можно представить 
в виде: у 


аЕ+ (9-е =0 
г 


Вяв-новую систему переменных, причем за два из этих переменных мы при- 
мем Е (ху, 2) иг, мы, действительно, заменим трехчлен Рах -+- 9 4у-- К 42 
выражением, в которое «ходят тодько два диференциала АЕ и 42. Этог прием 
можно видоизменя:ь газличным образом. Ясно, например, что можно начать 
с интегрирования одного из двух уравнений: 


Оу Юа2==0, Рах{ Юа4г=0; 
этот последний метод, в сущности, тождествен с методом, изложенным в $ 440 
С последиим замечанием можно также связать изящный прием интегриро- 


ваиия, предложенный Бертр‘иом. Предп ложим, что ураннеиие (43) вполне интг- 
грируемое. Начнем с интегрирования линейного уравнения в частных производных 


_ (99 _2ю\ 5 /9. ОРУ (9 39 о (дз) 
Х() зы + (= 5) ду о) 
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Пусть будут и и © его два независимых интеграла; из двух соотношений 
Х (и) =0, Х (9) =0 


и условия ннтегрируемости (44) можно исключить ‘три разности 


39 _2Ю 9ю ЭР ЭР 309 


92 ду’ 02’ ду 4х’ 
и мы придем к равенству 
р ди ди 9 
дх ду 932 
30 9% |=0 
9х ду 92 
р овю 
Следовательно, существуют две таких функции \ и ъ что одновременно 
будет. . 
ди 90 ди до ди до . 
Р=—-— > =\-— <, Ю=\— > 49 
И ы УГ Эу ея мы 


и мы можем пйедставить ланное уравнени: (43) в виде: 
аи + ваэ= 0. 


Но мы видели выше, что если уравнение (43) содержит только два диферен- 
\ 
циала, то отношение > должно зависеть только от переменных и и 9; таким 


образом мы пришли к циференциальному уравиению между ци 0*. 


*# Метод Бертрана нмеет простую геометрическую интерпретацию. Пусть оси коордннат 
прямоугольные, и пусть У — вектор в точке х, у, 2 с компоиентами Р, ©, К. Всякая, интегральная 
поверхность $, проходящая через точку М х, у. 2) пространства, нормольна вектору У в этой 
почке, и обратно, всякан поверхиость, нормальная в каждой гочке вектору У, есть нитегральная. 
поверхно-ть уравнения (43). Рассмотрим, кроме того, выхревой вектор * с иачалом в точке х, у, 2, 
троскции которого иа оси координаг равны 


348 в 9 480, 
о мои ` 


линией вихря мы называем линию, касательная к которой в каждой точке совпадает с направле- 
ннем вихревого векгора, а поверхностью вихрей У — повзохность, образованную лин иямн внхрей, 
илн, иначе, пов:рхносць, касаг.Льная п'оскость к которой в киждои точке содержит вихревой 
вектор ($ 438). Тогда условие изте рируемости (44) означает, чго вектор. (Р, 0, ®) и вихревой 
вектор “, выходящие из одной и той же точки, взаимно перпендикулярны. Если это условие 
выночнено, то, очевидно, искомые поверхноси $ будут понерхчостями внхрей. Мегод - Бертрана и 
состонг в том, чгобы сначала иайтги налболге общне поверхносги вихрей, а затем выбрать про- 
извольную функцию, ог когорой зависят поверхности >, такнм образом, чтобы онн были нор- 
мальны в каьдой точке вектору (Р, ©, А). | , ” 

Эта интерпретация позво ‘яет счова найти условие интегрируемости. Действитгльио,. оче- 
видно, что поверхности 5 могут быть определены следующим свойством: интеграл 


те Рахов, 


взятый по произвольлому контуру (замкнутому или вет — безразлично), лежащему на йоверх- 
н сти 5, раве‹ нулю. С доугой стороны, поверхностн вихрей У обладают тем свойством, что 
‚тот же самый интеграл, взягый по замкнутому кон:уру на », равен нулю. Действительно, в снлу 
формулы Стокса. для эгого достаточно (т. [, $ 132), чтобы в каждой точке У; мы имели: 


(2-9) с0з а-|- (3-2) ив+ (3% 3) 505 =0, 


где а,В, 1 — иаправляющне коси‘усы нормалн. Но это условие обозначает, что направление 
век ора т лежиг в касательной плоскости к поверхности. Огсюда очевидно, чго всякая поверх- 
нос:ь 5 есть тоже поверхность вихрьй. Игак, если через каждую точку пространства проходят 
некоторая поверхность 5, условие (44) до .жно удовлетворяться тождественно, так как ка-ательная 
плоскость к 5$ перпендикулярна к вектору (Р, ©, Ю). 
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Этот метод кажется более сложным, Чгм предыдущий, так как для интегри- 
рования уравнения (48) придется проинтегрировать систему двух диференциаль- 
ных уравиений первого порязка Но он более симметричен и может быть выгод- 
ным, если данное уравнение само симметрично относительно х, у, 2. Рассмотрим, 
например, уравнение 


+ ур 29) ах (а ах м) ау (аа ху уу. 
„Условие (44) удовлетворяется, и линейное уравнение (48) здесь обращается в 


\ В 9: 
ира -+ хх — =0; 
(= Эдит ЕО ® - 


из соответствующей системы диференциальных уравнений 
ах ау 42 


ау. ха ух 


нетрудно получить две интегрнруемых комбинации 
Я(х у 2)=0, хах + уау 242 ==0. 
Следовательно, мы можем взять: 
их у =а-туа, 
и значения множителей \ и в, получающиеся из урэвчений (49), будут: 


риа лу ЕТ, =. 


Слздозательно, поеобразозанное уравнение относительно и и у есть 
(и? -|- 5) 4и —иа9-=0, 


ай— по оЧи =4(%). 
и? и 


ИЛИ 


ь о . 
Таким образом общий интеграл будет и —щ=5, или; возвращаясь к пере- 


менным Хх, у, 2: 
ху уг 2х 


ХУ 


443. Скобки (и, 9ги [и, 9]. Как мы видели, уравнение в полных 
диференцизлах, в сущностн, равносильно двум совместным урзвнечиям 
р=А(х, у, 2}, 9==8В(х, у, 2). Рассмотрим теперь два уравнения 
произвольного вида’ | 


Ех, у, 2, р, 9) =0, Ф(х, у, 2, р, 9) =0 (50) 


между двумя независимыми переменными х н у, неизвестною функциею 
2 и двумя ее частными производными р н 4. ` 


Обратно, если это условие выполнено, уразнение (43} вполне инг‹грируемо, Пусть Мь — не- 
которая точка простран.тва, С, — кривая, ВЫ ‹одящья из этой точки, удовлетворяющая уравнению 
рах + Оау + Ва2 = 0; например, мы можем задатьу = {(х) и опр делить 2 нз урчвнени» первого 
пор д а. Ловерхность вихрей У, проходящая чрез Су, есть также поверхнасть 5. Пусть, в са- 
мом дзле, ММ ' — дуга кривой, ле защей на У, Мьи Ми — ко.вВые вихрей, выходящие из точек 
МнМ', т, т' - их точкн пересечения с Со. И теграя | Рах-+- оау-+ ВЮ а2 взятый по замкну- 
тому конгуру ММ'ит’М, равеи нулю, гак как У есть поверхность в хрей, Ингеграл по тп ра- 

. вен нуло в силу выбора Су; то же самое верно огноситель-о ннтегралов по конгурам мт - М'т’ 
в снлу условия (44). Следовательно, ин:еграл по ММ' тоже равен иулю, какова- бы ни была 
дуга ММ' на поверхчости У, н, следовательно, эта повзохчость есть поверхность $. 
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Если уравнения (50) можно решить относительно ри 4, то мы 
придем к двум уравнениям: р=/\:х, у, 2), 4=фх, у; 2) уже рас- 
смотренного вида, и мы можём узнать, совместимы ли эти два соотно- 
шения. Но можно узнать, и не решая уравнений (50) относительно 
ри‘4, удовлетворяется ли условие интегрируемости; для этого доста- 
точно применить правила вычисления производных от неявных функций, 
В самом деле, рассмотрим соотношения (50) как определяющие две 
неявных функцин р==/(х, у, 2, 4==у(х, у, 2) трех переменных х, у, 2 
Диференцируя уравнения (50) по х, получим: 


Ра г 4 ФФ эф 34 _ 
т 5 — 0, + ах. з 
9х У 9х 3х «р. 9х 4 3х 
р. 
и, „довательг исключая —. 
9х 


Б(Е, $) м, Бе, $) _ 
Рер, 9 ах Бар, х = 


Точно так же найдем: 


(Е, Ф) др, БЕЕ, $) _ Все, $) эр | БЕ, $) _ 
Б‹р, 4) зу ГР, 4) 94 ’ Бр, 9 92 Ре, 9’ 
р(Е,Ф м, БЕ, $) _ 
Б(р, 9) Ри 2 2 


Внося значения производных т, У ‚ а, м з условие интегри- 


руемости 


99, 9 _ 99,94 
у Ра ах Ра 


и выполняя вычисления, будем иметь: 


ира) Ня (5 +9) — 


«р 

8Ф [32 д 

8 (ы НР)? ге, ии 
Голожим вообще, если`й и ® суть функции от х, у, г, р, 4: 


ао за д, 


ди ап 99 4 ги аэ 99 аи 
— орах др ах Га ау 39 ау` 


“Тогда предыд)щее условне можно представи“ь в следующем сокрашен- 
ном виде: 
|6, Ф] =0 (51) 
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Чтобы два уравнения (50) представляли вполне интегрируемую сис- 
тему, необходимо прежде всего, чтобы можно было решить эти оба 
уравнения относительно р и 4, т. е. чтобы из них нельзя было вывести 
соотношения между х, у, #, не зависящего отр и 4, и, кроме того, чтобы 
условие [Р, Ф] = 0 было.слелствием двух соотношений (50'. Если ск бка 
[Е, Ф] равна нулю тождественно, то уравчения Р=а, Ф == образуют 
вполне ннтегрируемую систему, каковы бы нн были постоянные а и 8. 
Если же условие [Р, Ф] =0 есть следствие только одного уравне ия 
Е =0, независимо от второго соотношения Ф=—=0, то два ура нения 
Е—=0, Ф = образуют вп лие интегрируемую систему, каково бы и1 
было постоянное 2. 

Если обе функции Е и Ф не содержат ‘2, то выражение скобки 
[2, Ф] упрощается, Если и и © произвольные функции от х, у, р, 4, 
то выражение 


‘Зи 99 9 Зи 24 99 р ди 
ра м’ 9 
называется скобкою Пуассона. Чтобы два уравнения 

ВР(х, у, р, 9 =0, Ф(х, у, р, 9) =0 


были совместимы, условие 


(2, Ф) =0 


должно удовлетворяться или тождественно, гли как следствие обоих 
данных уравнений. 


. 


Ш. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ТРЕМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ. 


444. Полные интегралы. Перейдем теперь к интегрированию уравнений 
с частными. производными первого порядк. произвольного вида, но 
с двумя только независимыми переменными. В теории интегрирования 
таких уравзений Лагранж получил весьма важные результаты, которые 
мы и’изложим "режде всего. Пусть будет 


Е(х, у. 2, р, 4=0 152) 


данное уравнение. Основной результат, полученный Лагранжем, заклю- 
чается в следующем: если известно семейство интегралов, завис ‘щее 
от двух Произвольных параметров, то из него можно вывести 16! 
другие интегралы диференцированиями и исключениями. В самом деле, 
пусть будет | 

И (х, у, 2, а, 6) =0 (53) 


соотношелие, солержащее два постоянных @ и ф и определяющее инте- 
грал уравнения (52) при всяких ‘зиачениях этих постоянных. Из этсго 
соотношения мы получим значения частных производных р и 9 этого 


интеграла: 
И И зи и . 

—- — = — | —==0. 5 

ех ЧР 92 о, ду 752 (54) 


По предположению функция °2= удовлетворяег уравнению 152]. 
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каковы бы ни были а и 6; следовательно, исключая параметры а и 6 из 
трех соотношений 53+ и (54), мы придем к уравнению (52) и только 
к нему*. Отсюда следует, что уравнение {52} прэдставляет необходи- 
мое и достаточное условие `тозо, чгобы три уравнения (58) и (54) 
удовлетворялись системою трех функций 2, а, Ь от двух переменных 
хи у, причем р и 9 обозначают частные прои водные от 2. Следова. 
тельно, задача интегрирования олного уравнения (72) равносильна сле- 
дующей задаче: найти три функции 2, а, В двух независимых пере- 
менных`х и у, у`овлетворяющие трем уразнениям (53) и (54). 

Если г=)(х, у), а=)(х, у}, 6=) (х, У) представляют систему 
решений этих трех уравнений, то функция } (х, у) удовлетворяет также 
и уравнению (52), представляющему следствие этих трех уравнений. 
Обратно, если Д (х, У) есть интеграл уравнения (52), то три соотноше- 
ния (53) и (54) совместимы, если мы замечим в них 2 через д (х, у), 
ари 9 — через частные производные от], (х, у). Следовательно, отсюда 
мы получим для а и 6 две функции а==7,(х, у), =) (х, у), обра- 
зующие с функциею ХД(»х, у) систему решений соотношений (53) 
и (54) #* 

Эта новая задача, хотя и представляется более сложною, чем первая, 
решается легко. В самом деле, диференцируя „соотношение (53) по 
х нуи рассматривая теперь 2, а, 6 как неизвестные функции от х и у, 
мы в силу уравнений (54) придем к двум следующим соотношениям: 

9И да ЗИ 35 - ЗИ ва, ЭИ 46° _ 


за а 96 9х 2 и 9 —: (55) 
система уравнений (53) и (55) равлосильна системе уравнений 
{53) и (54). | 

Очевидно, что мы удовлетворим этой системе, взяв за неизвестные 
функции а и РВ два произвольных постоянных, Таким образом мы по- 
лучим для 2 уже известный интеграл, который Лагранж назвал полным 
интегралом. Чтобы решить задачу в`самом общем виде, заметим, что 


. А: 
уравнения (55) лине”’ны и однородны относительно а’ 56" Следовз- 
тельно, мы удовлетворим системе трех уравнений (53) и (55), полагая 

зи зи 
И = 0, За ==0, эй ==0. (56) 


Если эти три уравнения совместимы, то они определяют три функчии 
2, а, 5 переменных х и. у. Полученный таким‘ образом интеграл 
2=/(х, у) уравнения (52) совсем не зависит от произвольных пара: 
метров; он называется особым интегралом. 


* В самом деле, если бы, исключая а и В, мы пришли ещ? к другому соотиошению 
Ф (ху, 2,р, 4) = 0, огличному от Р=0, то два совместных уравнения Р=0, Ф =0 имгли бы 
общий для них обоих иитеграл И = 0, зависящий от двух пронзвольиых по-тоянных а м 6, что 
иезозможно ($ 440). Следовательно, рассматриваемый ингегоал зависел бы в действигельностн 
только от одного пар мегра. | 

++ Геомегрическая нитерпретация такова: если 2 = и (х, У) — уравиеиие интегральной поверх- 
ио_ти 5, то через каждую точку М этой поверхностн проходит полиый иитеграл, касательный к 5, 
и соответствующие значення параметров а и $ суть фунхини а = р (х, у), 6 = (х, У) ог коорди- 

` точ . . 
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аи зи 
Если аи № не равны одновременчо нулю, то из уравнений (55) 
имеем: реб 
Вх у 


отсюда следует, что между функциями @ и д существует по крайней 
мере одно соотношение, не зависящее от х и у. Если существуют лва 
таких соотношения, то @ и 2 постоянны, и мы опять приходим к пол- 
ному ингегралу. Если между а и 6 существует тольхо олно соотнош?- 
ние, то по крайней мерг одна из функций а и В не приводится. к по- 
стоянному. Предположим, что это будет’ функция @; тогда мы можем 
представить соотношение между аи 6 в виде: 


в = (а), | (57) 


и формулы (55) ооо в 


Зи, зи за [Зи ди 
а 57| =0 в уе |=0 


Так как, по предположению, а не равно постоянному, то этй два соотно- 
шения приводягся только к одному, и три р 


м 


Их, уха, В =0, 8—=9(а), — И $ (а) =0 (58) 


35 


определяют еще новую систему решений: уравнений (53) и (54). В част- 
ности, получающаяся отсюда `функция 2=) (х, У) есть интеграл дан- 
ного уравнеиия (52). Очевидио, что этог интеграл зависит от произволь- 
ной функции фа); ои называется общим интегралом. ` 

Чтобы получить соотношение г= р (х, у} межлу х, у, 2. нужно 
было бы исключить произвольный параметр @ из двух уравнений: . 


ви зи 
У [х, у, г, а, ф (а) = 0, За Рура) 


$'(а}==0; (5855) 


это исключение можно сделать только послё того, как функция ф (а) вы- 
браиа. Но из уравнений (5 855) мы всегда можем выразить две коорди- 
наты точек ингегральной поверхности в функции третьей координаты и 
параметра а. 

Предыдущий метод имеет ‘простую связь с теориею огибающих по- 
верхностей. В самом деле, рассмотрим семейство поверхиостей 5, зави- 
сящих от двух постоянных, прёдставляющее полный интеграл. (53). Если 
мы установим между двумя параметрами @а`и 6 произвольное соотноше- 
ние $ = $(а), то получим семейство поверхностей, зависящих только 
от одного произвольного параметра а, и мы будем иметь огибающую 
зтого семейства, исключая а из двух уравнений (5851$). Следовательно, 
спо об получения общего интеграла из полного интеграла состоит в том, 
что мы определяем огибающую однократно бесконечного миожества пол- 
ных интегралов, которое получим, устанавливая. произвольную` зависи- 
мость межлу лвумя параметрами а и 6. Точно так же ‘мы получим 
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ссобый интеграл, взяв огибающую всех полных интегралов, когда пара- 
метры а и 6 изменяются всеми возможными способами * (т. 1, 5 202). 

На основании всего сказанного можно было бы думать, что должно 
различать три рода интегралов: полный интеграл, общий интеграл н 
особый инте! рал. Но из самой теории Лагранжа следует, что существует 
бесконечное множество полных интегралов. В самом деле, если ‘мы. уста- 
новим между двумя параметрами а и 6 определенное соотношение 
р—п(а, а’, 6), содержащее два новых постояниых @'’и 65’, то соответ- 
ствующнй общий интеграл будет зависеть от этих двух по`тоянных а’, &' 
и будет иметь характер полного интеграла. Прежний полный интеграл 
будет теперь содержаться в обшем интеграле и будет соответствовать 
соотношению: 6 = п (а, а’, 6')}, установленному между параметрами а’ и #". 
Следовательно, между общим и полным интегралом нет существенной 
разницы. Напротив, особый интеграл, по самому своему геометрическому 
значению, не зависит от выбора полного интеграла. 

ПрРимЕРЫы. 1. Рассмотрим обобщенное уравнение Клеро: 


2==рх Рау Л(р, 9). 


Очевидно, что оно имеет полный интеграл 


2=ах- фу + Ка, 6). 


Этот полный интеграл состоит из семейства плоскостей, зависящих 
от двух произвольных парзметров @ и 5; эти’ плоскости огибают некото- 
рую иеразвертывающуюся поверхность Х, представляющую особый интеграл 
данного уравнения. Чтобы нметь общий интеграл, мы должны установить 
между а и 6 произвольное соотношение 5 = (а) и искать огибающую 
полученных таким образом плоскостей. Эта огибающая поверхность, 
представляемая системою двух уравнений: 

у 


) 
2==ах-| уф (а) + У[а, х(а)], х + уу (а} +9 + ат ® (а) =0, 


есть развертывающаяся поверхность, касающаяся поверхности Х вдоль 
некоторой кривой Г; очевидно, мы можем выбрать произвольную функцию 
Ф (а т ким образом, чтобы кривая прикосновения Г была любою задан- 
иою кривою поверхности Х. Действительно, координаты точки прикосио- 
вения плоскости 2=ах-- фу-- }(а, 8) определяются из уравнений: 


а==ах + ву Е Ка, 5), & = , У ‚. 


* Мы виделн ($ 433), какой осторожиости `ребуют все те рассуждення, встречающиеся при 
узученни дицер.нЦиальвы‹ уравиеиви, которые основаны на теории огибающих. Все трудности, 
указаины в теории о-обых решений диференциольных уравье ий первого порядк., имеют 
место и для уравн ний с частными дооизводными первого порядка, и мы приход м к тому же 
с мому акию «нию: уравнение с частными ›„роизводиыми первого порядз«, даиное произвольно, 
обыкнове но не им ет особого ннтегр.ла. Это зазлючение не стоит в противоречии с расс, жде- 
ииями эгого параграф:, так как мы донуска и, что к трем уравнеиинм (56) мо»но прило кить 
леорню неявчых фуска. Й, и пр дыдутие рассуждения вериы только тогда. когда это ус овие 
уловлетвор»ется. (См, кем.ао Д:рбу, бшг 1е5 зо 101$ зтеиНегез 4ез бацаНопз аых @6Нубез 
рагЧеНез Чи ‘ргепцег огёге, Меётогез 425. аа; ага’ вегу, т. ХХУ И). 
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Исключая х, у, 2 из этих уравнений и одного из уравнений данной 
кривой, мы получим искомое соотношение между @ и 6. 
2. Рассмотрим еще уравнение 


которое имеет полный интеграл 
=ох-- (а) у-|- 5. 


Это уравнение также представляет плоскость и общий интеграл, 
определяемый ‘системою двух уравнений; 


2==ах {1 у/(а) + 9 (а), ох ул (а) Ну (@), (59) 
состоит из развертыгтающихся поверхностей, которые геометрически ве`ьма 
просто определяются. В самом деле, если через определенную точку 
пространства, иапример через иачал› координат, мы проведем плоскости, 
"параллельные плоскостям, образук щим полный интеграл, то эти плос- 
кости будут зависеть только от переменного параметра а, и, следовательно, 
они о'ибают конус Т, имеющий вершину в начале коорлинат. Следо- 
вательно, соприкасающаяся плоскость ребра возврата ра-вертываю пегся по- 
верхности (59) остается постоянно параллельною соответствующей каса- 
тельной плоскости к конусу Т, и потому образующие этой поверх- 
ности параллельны образующим конуса (т.[, & 217). `` 

Уравнения (56), определяющие особый интеграл, в этом. случае не- 
совмёстимы, так как последнее из них приводится к 1=0. Следова- 
тельно, здесь нет особого интеграла. 

`3. Рассмотрим семейство шаров с данным радиусом ^, центры кото- 
рых лежат в данной плоскости. Эти шарь зависят от двух произвольных 
параметров, и если мы примем даниую плоскость за плоскость хОу 
прямоугольной системы осей координат, то шары представятся уравнеинем: 


(х— а)? +- (ув 2 — Ю-—0. 


Мы получим соответствующее уравнение в’ частных производных,. 
исключая @ и % из этого уравнения и двух следующих 


х—@- р2=0, у—В- 492==0, 


Геометрически это уравнение выражает, что отрезок нормали, заклю- 
чающийся между любою точкою поверхности и плоскостью хОу, по- 
стоянен н равеи №. Общий интеграл есть поверхность канала, огибающая 
семейство шаров с радиусом. равным АЮ, центры которых описывают 
произвольную линию в плоскости хОу. Здесь есть особый интеграл, 
состоящий из двух „плоскостей ‘ 2 == -+ А. Очевидно, что эти плоскости 
касаюгся всех остальных интегральных поверхностей. 

445. Метод Лагранжа и Шарпи. Из предыдущего видно, что для того, 
чтобы найти.все интегралы уравнения первого порядка 


Е(х, у, 2, Р, 9) =0, (60) 


достаточно знать его полный иитеграл, т. е. интеграл, зависящий 
от двух произвольных постоянных. Чтобы получить такой интеграл, . 


именно; 
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предположим, что мы получилн каким-нибудь образом такую другую 
функцию Ф\(х, у, 2, р, 9), что два уравнения . 


Е=0, Фа, (61) 


могут быть решены относительно р и 4 и образуют вполне интегри- 
руемую систему, каково бы ни было значение постоянного @. То!да, 
решая эти два уравнеиия относительно р и 4 и внося полученные зиа- 
чения ри д в уравнение 42 =рах -- 44+, мы получим вполне интегри- 
руемое уравнение в полных диференциалах: 


42—7их, у, 2, дах-- 9(х, у, г, а) ау. (62) 


При интегрировании этого уравнения мы в едем новое произвольное 
постоянное 5 и, таким образом, будем иметь интеграл данного урзвне- 
ния, зависящий от двух произвольных постоянных а и 6. 

Метод интегрирования Лагранжа и Шарпи (СвагрИ) и состоит именно 
в том, что к данному уравнению ЁР==0О присоединяется такое другое 
уравнение Ф == о, чтобы система (61) этих двух’уравнений была вполне 
интег ируемою. Необходимым и достаточным условием для этого будет 
[2, $] =0 (5 443); полагая для краткости 

аР 9Е ЗЕ _'9Р 3Е 


у, р, Ро, 0“, 
х дх ' ду ? 42’ р да. 


мы можем представить это условие в виде: 


Ф эФ эФ эФ 2Ф 
Рус + Чу + (РТ 99, —(Х +22) „(1 92) и=0. (63) 


Следовательно, вспомогательная функция Ф {х; у, 2, р, 9) должна 
удовлетворять линейному уравнению в частных производных с пятью не- 
зависимыми переменными. '’ Интегрирование этого линейного уравнения 
приводится в свою ‘очередь к интегрированию системы. обыкновенных 
диференциальных уравнений: 

4х ау ‚ 42 _ ар _ —99 64 
Р— 9 — РР 09 ХРЕ = УЧР (94) 

Но для нашей цели нет необходимости знать общий интеграл сис- 
‘темы (64); достаточно получить какой-нибудь первый интеграл этой 
‘системы с тем условием, чтобы уравнения Р==0, Ф-=а были разре- 
шимы относительно р и 4. 

Следовательно, мы имеем такое общее правило: 

Чтобы получить полный интеграл уравнения (60), надо найти 
сначала такой первый интеграл Ф=а вспомогательной системы (64), 
(р, Ф} 

Не был равен нулю, и затем 
В\р, 9) 
решить два уравнения Е==0, Фр— а относительно р и 4. Внося 
найденные выражения для ри 4 в уравнение 42=рах--94у, мы 
придем к вполне интегрируемому уравнению в полных диференциалах. 
Общий интеграл этого уравнения содержит второе произвольное 
постоянное 5; это — полный интеграл уравнения (60). 


чтобы определитель Якоби. 
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Один интеграл уравнения (63, известен заранее, именно, сама функ- 
ция Е Этот интеграл сам йо себе ие дает ничего нового, но отсюда 
видно, что интегрирование системы (64) приводится к ‘интегрированию 
снстемы только трех диференциальных уравнений первого порядка. Та- 
ким образом выяснена степень трудности задачи. 

Если функция Р не зависит от неизвестной функции 2, то можно 
предположить, что функция Ф также не зависит от 2, и условие того, 
чтобы система (61) была вполне интегрируемою, обращается в 


(Е, Ф)=0, 
ИЛИ 
Ф эФ эФ ЭФ 
—- А —фУ = 0; 6зы 
Ар Им (685) 
вместе с-тем, вспомогательная система (64) принимает вид: 
ах ау _— ар — 99 . 
Б=о=-х =: (6451$) 


ты известен такой первый интеграл Ф—а этой системы, что 
ро 


(р, о 
Ф =а, мы приходим к уравнению в полных диференциалах вида: _. 


42 =} (х, у, а) ах |- ф(х, у, а) ау, 


не равно нулю, то, определив р и.4 из уравнений ЕР==0, 


которое интегрируется в квадратурах. Таким образом № этом случае 
трудность второй части задачи уменьшилась Точно так же и первая часть 
задачи облегчается замечанием, что здесь попрежнему известен первый 
интеграл Р = С системы (64$); следовательно, эту систему можно за- 
менить системою двух диференциальных уравнений первого порялка. 


ПРИМЕРЫ. 1. Рассмотрим уравнение, содержащее только одно из трех пе- 
ременных х, у, 2, например переменное у, Р(у, р,'4) =0. Здесь Х=й=0 и, 
следовательно, уравнения (64) допускают интегрируемую комбинацию ар==0. 
Поэтому два уравнения Р(у, р, 9) =0, р—=а образуют вполне интегрируемую 
систему; это иетрудно проверить, так как, решив данное уравнение относительно 4, 
мы придем к уравнению в полных диференциалах 


`42 = аах + Х(у,.а) ву, 
общий интеграл которого получается квадратурами: 


2=ах + (о, а) Чу -- 6. 


2. Уравнение Р (2, р, 4) =0 можно привести к предыдущему виду, взяв за 
независимые переменные уи 2, ио мы можем и не делать э:0й замены перемен- 
ных. В самом деле, здесь Х = У==0, и уравнения (64) приводят к уравнению 


Фр 44 
РР 4 


отсюда имеем первый‘ интеграл 4 = ар. Из двух уравнений 
4==ар, Р(а. р, 9) =0 


получаем: 
р=(е, а), ч=а(т, а) 
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и уравнение в полных диференциалах 
аг==} (2, а) (ах -- а 4) 


интегрируется в квадратурах: 


[дея +ь 


Рассмотрим, например, уравнение 29 —#—0. Присоединяя к нему соотно- 
шение 4 = ар, получим из них: 


‚ИТ «=. 
=> (4х +445}; 


4а2 —(х-- ау-+ 5 


состоит из параболических цилиндров, касающихся плоскости хОу вдоль образу- 
ющей. Плоскость х у есть особый интеграл. 

“Если Р=р4 —2. то уравнения (64; имеют первый интеграй р— у-=а. 
Исходя из этого интеграла, мы придем к уравнению в полных диференциалах: 


‚ @2=(у- ах+ у 


это. уравнение можно представить в виде: 


4 (=), 


и мы получаем другой полный интеграл 2 == (у + @)(х 1 5), состоящий из пара- 
болоидов, касающихся плоскости ху. 

3. Рассмотрим. уравнение вида /(х, 4) — /‹ ‘у, 4) —=0. Диференцизльные урав- 
нения (6451$) 


полный интеграл 


т 


имеют первый интеграл Х (х, = а.  Писоединяя это уравнение к данному, мы 
найдем из двух соотношений 


Р(х, ра, О, 9 =а 
значения р=$(х, а), = (у, а), и уравнение в полных днференциалах 
42—=(х, пах + чи (у, а) ау 
интегрируется двумя квадратурами: 


2 (ее дах (у, а) 4Уу- 6. 


Когда уравнение первого порядка имзет предыдущий вид, то говорят, что 
в нем переменные разделены. Рассмотрим, например, уравнение 


р4— ху=0, 
или, иначе, =: Приравнивая оба отношения постоянному а, получим урав- 


нение в полных диференциалах 
42==ахах + 2. ау, 
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и отсюда полный интеграл 
ах? у? 
# — — — Ь. 
5 Тов + 


4. Найдем все такие функции Р(х, у, р, 4), чтобы уравнения (64) имели 
первый интеграл ру —4х=—=а. Для этого необходимо и достаточно, чтобы соот- 
ношение рау- у4р — 44х—ха4==0 было следствием соотношений (6113); 
т. е. чтобы функция Р сама была интегралом линейного уравнения 


Ра Ут” 9“ 
Соответствующая система диференциальных уравнений 
4х Чу ар _@4 
Ух -—9 Р 
имеет три первых интеграла: 
да -- ус, 2+ Ф—С, ру—ах== С”, 
‚и следовательио, функция РГР должна иметь вид: Р(ру— ах, 2- у, 192+ 92) 


Разыскание полного интеграла уравнения Г = 0 приводится к интегрированию 
двух совместных уравнений вида` 


+ =Л (а - я, ру—9х), ру—чх=а. 
Пользуясь тожеством 
(02+ 42) 02 + У) = (ру —чх- (рх + 47% 
из двух предыдущих уравнений получим: | 
рх + чу==У (2 + У) (а + уз, а) — а = 9(2 - уз, а); 
отсюда находим для ри 4 следующие значения: 


_ уже у, а  _ — ах + уз р, а) 
= © - у ‚ 9— я -- у ' 


и полный интеграл получается квадратурами: 


#—= — аагс (*)+ ешь 


р 


где и = 42 -|- $2. . 

5. Иногда можно получить некоторые интэгрируемые комбинации диферен+ 
циальных уравнений (61) непосредственно из геометрических соображений. Пред- 
положим, например, что требуется определить поверхности 5, касательные плос- 
кости которых в каждой точке М пересекают под постоянным углом У плоскость, 
проходящую через М и 02. Ясно, что если поверхность 5 удовлетворяет усло- 
вию задачи, то все поверхности, которые мы получим, перемещая первую по- 
верхность винтовым движением по оси О2 с произвольным ходом винта Й, также 
удовлетворяют задаче, а следовательно, их огибающая поверхность есть интеграл 
того же уравнения; но очевидно, что эта огибающая поверхность есть геликоид 
с ходом Й. Так как его можно перемещать параллельно оси О2 на произвольное 
расстояние, то отсюда следует, что уравнение в частных производных задачи и 
уравнение в частных производных геликоида ру—4х==а ($ 438) имеют, при 


всяком @—о., бесконечное множество общих интегралов, зависящих еще от 


другого произвольного постоянного, соответствующего перемешению интеграль- 
ной поверхности параллельно оси О2. Следовательно, диференциальные уравие- 
ния (64) характеристических линий уравнения в частных производных поверхио- 
стей $ имеют первый интеграл ру —49х-=а, и мы получим полный интеграл 
квадратурами. 


46 э5. Гуреа, т. П, ч. 8. 
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Примечание. Следует заметить, что, для того чтобы система (61) была вполне интегри- 
руемою, нет необходимости, чтобы соотношение (63) удловлетворялось тождественно; достаточно, 
чтобы оно удовлетвор»лось в силу самого соотношения Р = 0. Этим замечанием нногда можно вос- 
пользоваться при нахожденни функцин Ф, В самом деле, найти интегрируемую комбнин.цню урав- 
нений (64) значнг, в сущности, найти пять такнх функций Хх, А, ^, Ар, 9 переменных х, у, 2, р, 4, 


чтобы 
Хр ах +- Хуау -- >, 42 -- Хр ар м а4 
было точным днференцналом 4Ф, и чтобы, кроме того, было 
РАз +- Фу + (Рр + 94) № —(Х-Р2) р — (У- 42) 4 =0. 


Если последнее соотношение удовле: воряется не тождественно, а только в силу уравнения 
Е= 0. то функция Ф не будет собственно. первым интегралом системы (64). Тем не менее, так как 
множители Аш, Ау, ....равны частным иронзвод:ым от Ф, то два уравнення РЁ = 0, Ф = а образуют 
и В эгом случае вполне интегрируемую систему, так как уравнение (63), по предположению, есть 
следствие уравнения РЁ = 0 *. То же замечанне относится и к системе (64015). 


446. Задача Коши Пусть нам дано. уравнение 
р==1(х, У, 2, 9), {65} 


правая часть которого голоморфна вблизи системы значений (ху, Уд, 2%, 40», 
и, кроме того, пусть дана функция $(у), голоморфная в области 
точки Ус И такая; что 9 (У) ==20, $' (Уд) = 40; выше ($ 386) было до- 
казано, что это уравнение имеет интеграл, голоморфный в области точки 
(х‹, Уз) и обращающийся при х==5% в даниую функцию $(у) Пусть 
будет С плоская кривая, данная уравнениями Х ==, 2==4(у); геомет- 
рически. этот результат можно выразить следующим образом: для урав- 
нения (65) существует аналитическая интегральная поверхность, и 
притом только одна, проходящая через кривую С. 

Это предложение можно обобщить. Рассмотрим уравнение произволь- 


ного вида Е (х, у, г, Ро 9=0, (66) 


и определим сначала интегральную поверхность, проходящую через та- 
кую же плоскую кривую, как кривая С, но лежашую в плоскости 
== хо параллельной плоскости у2. Пусть будет 2==9(у) уравнение 
цилиндра, проектирующего кривую С параллельно оси Ох. Так как 
функция ф голоморфна в области точки уу, то уравнение 


В, Ус 20 Ро, 40} =0, (67) 


где 2. =$ (0), 4% =9' (У), и р рассматривается как неизвестное, имеет 


* Если уравнение Г = 0 можно решить относительно одного из переменных х, у, 2, р, 4, то 
можно предположить, что функция Ф не содержнт этого перем.нного, и чго оно не входит также 
в коэфициенты Х, У, 2, Р, ©. Рассмотрим, например, уравненне внда: 


РНЛ(х, У, 2, 4) = 0. 


чтобы найти его полный интеграл, достаточно присоедннить к нему другое уравнение ф (х, у, 2, 4) = а, 
образующее с первым вполне ннтегрируемую снстему. Условие [р -+ /, $]= О обращается здесь в 


99, 9/99. [9/7 ,\ 99 199/99 _ 
дя дах, (°5; и (+4 ;) 5 ° 


и рне входит в это уравненне. 
Вообще предположим, что ‘соотношение Р= 0 можно удовлетворить, полагая 


р=Л (я, у, 2, №), Ч=о(х, у, 2, %), ° 


где \ — вспомогательный параметр. Здесь также можно принять Х за такую функцию от х, у, 2, 
чтобы уравнение 42 = /ах -|- ф ау было вполне инзегрируемым; определяя отсюда * (х, у, 2), мы и 
в этом случае получаем для опр-деления Х линейное уравнение: 


9970,9 (9%, 94 \ _ 99, де, , 03 (9%, 9% 
ая (зи (=+%:/). 


[{Антомари (Апотаг), Вийецл ае 14 босвее татйетанаие, т. МХ, стр. 154]. 
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несколько корней Пусть будет р, один из них. Если функция ЕЁ голо- 
морфна в области системы значений (Ху, Уо, 20, Ро, 90% и если, кроме 


Е 
того, частная производиая (55 не равна нулю при этой системе значе- 
0 г 


ний, то уравнение (65) имеет корень р=/(х, у, 2, 4), голоморфный 
в области значений х,, Ус, 20, 9 и обращающийся в р, при этих зиа- 
чениях (т. Г, $ 184). Таким образом мы приходим к уравнению вида 
(65), и следовательно, уравнение (66} действительно имеет интегральную 
поверхность, проходящую через кривую С Из предыдущего следует, что 
уравнение (66) имеет т интегральных поверхностей, удовлетворяющих 
условию задачи, если уравнение (67) есть 21-й степени относительно р. 
Исключение возможно только в том случае, если один из корией` урав- 
нения (67) удовлетворяет в то же время соотношению 0 во всех’ 
точках кривой С, так как ху, Ус, 20 суть координаты любой точки этой 
кривой. 
Рассмотрим, наконец, произвольную кривую Г, представляемую систе- 
мою двух уравнений: 
х=\(у), г=и(у); (68) 


определим интегральную поверхность уравнения (66), проходящую через 
кривую Г. Эту задачу можно привести к предыдущей заменою перемен- 
ных В самом деле, положим 


х=Х-Е КУ), у=, 
Т гла соотношение 42 =рах + 44у обращается в 
4г==рах + р\ (У) а7-- 447; 


_ 92 , __ 92. 
Р=5х, РИ) ГР =5у, 


отсюда имеем: 


и уравнение (66) обращается в следующее: 


| ху, У, 2, 5, о (Уря |0. (665) 


Таким образом мы приходим к разысканию для этого нового урав- 
нения интеграла, приволящегося к и(У) при Х=0, и мы видим, что, 
вообще, интегральная поверхность уравнения первого порядка опреде- 
лена, если дана какая-нибудь кривая, лежащая на этой поверхности. 
Интеграчьных поверхностей, отвечающих вопросу, может быть несколько, 
если уравнение, соответствующее в этом случае уравнению '67), имеет 
несколько различных корией, подобно тому как обыкновенное диферен- 
циальное уравнение первого порядка и т-Йй степени относительно у 
имеет, вообще, 1 интегральных кривых, проходящих через данную 
точку. Ниже мы рассмотрим тот исключительный случай, когда прелы- 
дущие рассуждения иеприменимы. 

Задача определения ннтегральной поверхности Уравнения в частных 
производных первого порядка, проходящей через задаиную кривую,. иа- 
зывается задачею Коши. Такое название имеет целью напомнить ту тес- 


16* 
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ную связь между этою задачею и общею теоремою Коши, которую мы 
выяснили выше. Покажем теперь, как можно решить задачу Коши по- 
средством только исключения переменных, если известен полный инте- 
грал; это даст проверку предыдущих результатов. 

Пусть.мы знаем полный интеграл У (х, у, 2, а, 6)=0, и пусть 
Г кривая, координаты точек которой даиы в функции параметра \ 


формулами: х= (А, уе (А, г==1()). (69) 


Если эта кривая Г расположена на интегральной поверхности уравне- 
ния (66), то через каждую точку М кривой Г проходит полный инте- 
грал, касательный к У и, следовательно, касательный к кривой Г. Зна- 
чения параметров аи 6,. соответствующие этому полному интегралу, 
суть функции Х, определенные условиями: 


У (ра, В, а, 8) =0, 


зи ди зи 
ый вый — И) =0 70 
БЛ =0 (10) 
смысл которых очевиден, и которые можно кратко записать в виде: 
10) 
И (х) =0, =, {11) 


полагая 
00) =У00), & №, ВА, а, 9. 
Пусть @(\), 60) — полученные -функцин. Искомый интеграл Х есть 
огибающая полного интеграла 


У [х, у, 2, а(\, 60)] =0 


при измененин параметра \, и мы можем геометрически истолковать этот 
процесс следующим образом: мы берем огибающую полных интегра- 
лов, касательных к кривой Г. 

Очезидно, что это геометрическое постр-ение должно привести к по- 
верхно.ти, проходящей через кривую Г, что легко ‘проверить и непо- 
средственным вычислением. В самом деле, берем производную по ) от 
левой части первого из уравнений (70};. Приняв во внимание второе 
уравнение, мы видим, что функции а(^), 8 (А) удовлетворяют уравнению: 


у , ин, 
д“ О-ва) =0. (72) 


Но, если мы в этом уравнении заменим / д, № через х, у, 2 и при- 
соединим к нему уравнение У (х, у, х, а, 8) =0, то мы получим урав- 
нения характеристики, вдоль которой полный интеграл $5 касается своей 
огибающей У. Уравнение (72) выражает, таким образом что эта харак- 
теристика проходит через точку кривой Г с коэрдинатами х = (№, 
у=&\\), 2=1(\). 


Примечаиие. Уравнення (70) могут иметь несколько систем решеннй с разны ная 6. 
Тогда через кривую Г.проходит несколько ннгегралов. В частности, может случнться, что эти 
Уравнення донускают систему решений, незавнснмых от х, а имеино а=а, В=В. Уравнение 
У (1, &, И, а, &)=0 удовлетворяется тогда для вс х ». и следовательно, кривая Г лежит на полном 
интеграле И (х, у, 2. а, &)=0. Обратиое доказывается таким же образом. 

Бо ее подробное исследование задачн Коши потребовало бы полного решения системы (70) 
с двумя неизвестными а н В. Мы рассмотрнм это далее, после изучення характернстнк ($ 447). 
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ПРИМЕР. Требуется найти интеграл уравнения р4==му, обращаю. 
щийся в.ф(у) при х== М, если задан интеграл 


ах? у? 
2=-5` + 5а 5. 
Уравнение 


ах? у? 
= +=. 8 


должно иметь двукратный корень, удовлетворяющий также соотношению 


4' (у) = >. 
Заменяя у через и, получаем: 
их? а?" (и) 
=, бо 
ф' (и) . ф (и) 2% (и) 2и ? 


и мы приходим к отысканию огибающей интеграла: 
и 
— х?2 — 12 
Жир СтЛьй хе 5, }, 


при переменном и Диференцируя по и и сокращая на ‚общий множи- 
тель $' (и) — и" (и\, получим уравнение: 


и? (2 — х2) == 97 (и) (у — и). 


В частном случае, когда %' (и) — и” (и) =0, ф{ш) имеег вид: 


ф (и) == аи? В, 
и заданная крнвая лежит на полном интеграле: 
1 
2 = (д — хо (73) 


На этом примере легко проверить общий закон, указанный выше. 
Каждый раз, когда заданная кривая Г лежит на полном интеграле 


И (х, у, 2, 4, 8) =0, 
уравнения | В 


=, „=0: 


удовлетворяются, если мы придадим @ и 6 значения а=аз 6==6, ие 
зависящие от \. 

447. Характеристики. Метод Коши. Метод Коши не зависит от теории 
полного интеграла; мы изложим этот метод с геометрической точки эре- 
ния, Для`этого найдем сначала геометрическое значение. нелинейного 
‘уравнения. в. частных: производных первогд ‘порядка 


Ех, у,.2,.р,:9) =0. (74) 
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Угловые коэфициенты касательной плоскости к интегральной поверх- 
ности © в даииой точке (х, у, 2} пространства связаны между собою 
соотношением (74); следовательно, эта касательная плоскость не может 
быть произвольною плоскостью, проходящею через точку (х, у, 2). Так 
как в силу уравнения (74) положение этой касательной плоскости зави- 
сит только от одного произвольного параметра, то она, вообще, огибает 
некоторый конус ТГ с вершиною в точке (х, у, 2\, и уравнение (74) 
выражает, что касательная плоскость в какой-нибудь точке М к каж- 
дой интегральной поверхности 5, проходящей через эту точку, ка- 
сается вместе с тем и некоторого конуса Т, имеющего вершину в 
этой точке М. 

Очевидно, что конус Т зависит от функции Е, а также от поло- 
жения своей вершины. Из самого определения конуса Т следует, что 
мы получим уравнение этого конуса, имеющего вершину в точке (х, у, =), 
разыскивая огибающую плоскости 


Е —2==р(Х— х) |-9(Т— У), (75) 


параметры р и 4 которой связаны соотношением (74). Для этого должно 
исключить ри 4 из двух уравнений (74), (75) и из соотношения (т. 1, 
$ 198, примечание) 


ЗЕ Е 
и, (76) 


Уравнения (75) и (76) представляют характеристику касательной пло- 
скости (75) т. е. образующую, вдоль которой касательная плоскость ка- 
сается конуса Т. Если мы предположим, что оси координат прямоугольны, 
то мы легко иайдем уравнение конуса №, дополнительного к конусу Т, 
т. е. конуса, образуемого нормалями к различным интегральным поверх- 
ностям, проходящим через точку М. В самом деле, уравнения нормали 
будут: 


Х—х+ (2—2 =0, У—У+9(2— 2—0, 


и, исключая ри 4, получим уравнение конуса №: 


(х у „-^=я У—у 


-2’ И 


} =. (77) 


Если данное уравнение (74) — линейное относительно ри 4, то ко- 
нус № обращается в плоскость, и конус Г—в прямую А. Мы видели 
($ 438), что в этом случае иитегрирование приводится к разысканию 
кривых, касающихся в каждой своей точке соответствующей прямой А. 
Распространяя этот прием на нелинейные уравнения, мы придем к ме- 
тоду Коши. — 

Пусть будет 5 интегральная поверхность, представляемая уравнением 


2-=Л(х, У). 


Касательная плоскость в каждой точке М этой поверхности касается 
также конуса Т вдоль одной из его образующих @ Всякая линия С 
‘поверхности 5, касающаяся в каждой своей точке соответствующей об- 
разующей С, называется характеристическою линиею (характеристц 
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кою). Чергз каждую точку поверхности $ (за исключением особых то- 
чек, если они существуют) проходит одна и только одна линия этого 
рода Почему этим лиииям дано название характеристик, будет выяснено 
ниже ($ 448). Здесь мы прежде всего покажем, и в этом состоит сущ- 
ность метода Коши, что эти линии могут быть определены системою 
обыкновенных диференциальных уравнений, причем не требуется знать 
функции /(х, у). Из определения характеристических линий прежде 
всего следует, что касательная к линии С совпадает с прямою @, опре- 
деляемой уравнениями (75) и (76), которые в обозначениях 8 445 мож. 
но представить в виде: 


Хх У—у #—2 
Р 9 #+9 
Вдоль характеристики колнчества х, у, г, р, 4 суть функции одного 


независимого переменного; отсюда мы заключаем, что межлу 4х, 4у, 42 
существуют соотношения 


ах ау 42 __ 

Р © [Рр+т9 
где и-— вспомогательное переменное, введенное исключительно для боль- 
шей симметричности в выводах. Вдоль линии С мы имеем также: 


ар =гах Рз4у 44=зах - 14у, 


где г. $, 8 — частные производные второго порядка от функции Ё'х, у). 
С другой стороны, так как 2==Х(х, у) есть ин еграл данного уравнения 
(74), то частные производные г, $, & удовлетворяют также двум соотно- 


шениям 
Х-- ри - Ри- 95 =0, У-- 42 + Рз- 9 =0, 


которые получим, диференцируя уравнение (74) соответственно по хи 
по у Заменяя в выражениях диференциалов ар и 44 диференциалы ах 
и Ду через Раи и О@ь, будем иметь: 


ар == (Рг-{ 95) 4и, 44 — (Р; -- аи, 
или, в силу прелыдущих соотношений: _ 
ар = — (Х- р2) 4и, 44 =— (У- 92) 4и. 


Присоединяя эти уравнения к уравнениям (78), мы приходим к сис- 
теме обыкновенных диференциальных уравнений: 
ах лу 2 4 9 (79) 
Р. 9 ГР Х-+рЕ 1-48 


Эта система тождественна с системою (64\, полученною методом Ла- 
гранжа. 

Эта система диференциальных уравнений совершенно не зависит от 
рассматриваемого интеграла. Отсюда можно вывести следующие заклю- 
чения. Пусть будут (хо, Ус», 20) координаты какой-нибудь точки. Му по- 
верхности 5, р И 4--угловые коэфициенты касательной плоскости 
В этой точке, Если функция Р роломорфна вблизи. этой. системы значе» 


аи, (78) 
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ний, и если в отношениях (79) все знаменатели не равны одновременно 
нулю при значениях №, Ус, 20, Ру, 9, То уравнения (79) имеют систему 
интегралов, и притом только одну, принимающих значения %х, Уо, 2%, 
Ро, 9 при и=0. Отсюда следует, что, если две интегральные поверх- 
ности касаются между собою в точке (ху, У 25), то они касаются 
вдоль общей характеристической линии, проходящей через эту точку, 

Для удобства мы будем называть элементом всякую систему значе- 
ний пяти переменных х, у, 2, р, 4; иначе, элемент состоит из совокуп- 
ности точки с координатами (х, у, 2} и из плоскости с угловыми ко- 
эфициентами р, 9, проходящей через эту точку. Вдоль характеристической 
линии х, у, 2, р, 4 суть функции одного независим го переменного и. 
Следовательно, каждой точке характеристической линии соответствует 
элемент, состоящий из этой точки и плоскости с угловыми коэфициен- 
тами р, 4, проходящей через эту точку. Но в силу уравнений (79) мы 
имеем; 42 


ах ‘ау. 
аи Раш Г Таш’ 


следовательно, эта плоскость содержит касательную прямую к характери- 
стической линии в точке (х, у, г). Когда точка (х, у, г) описывает ха- 
рактеристическую линию, то соответствующая плоскость огибает некото- 
рую развертывающуюся поверхность, проходящую через эту линию; эта 
поверхность называется характеристическою развертывающейся поверх- 
ностью. Таким образом каждой характеристической линии соответствует 
характеристическая развертывающаяся поверхность, проходящая через эту 
линию; в дальнейшем мы будем называть характеристикою совокуп- 
ность линии и раз:ертывающейся поверхности, а иногда и одну только 
линию, когда это не может привести к недоразумению. 

Таким образом характеристика состоит из бесконечного множества 
элементов, зависящих от одного независимого переменного, причем бес- 
конечйо малые изменения количеств х, у, 2, р, 4 связаны соотноше- 
ниями` (79). Следовательно, характеристика вполне определена, если дан 
один из ее элементов, и предыдущую теорему можно выразить в следу. 
ющем виде, вполне ей равносильном: 

Если две интегральные поверхности имеют общий элемент, то 
они имеют общими все элементы характеристики, выходящей из 
этого элемента. 

Характеристики зависят от трех произвольных параметров. В самом 
деле, характеристика определена, если даны координаты (хо, Уз, 20, Ру, 4%) 
одного из ее элементов. Одной из этих координат, например ху, 
можно дать произвольное числовое значение; с другой стороны, из са- 
мого определения характеристик следует, что между координатами лю- 
бого элемента существует соотношение 


Ех, Ус» 20› Во» 40} = 0; 


Следовательно; остается только ‘три произвольных параметра. 

Чтобы найти этн характеристики, заметим прежде всего, что уравне- 
ния (7%) имеют первый интеграл Р== соп$ь так что, если‘ Р(х, у,.2; 
р, 9) равно’ нулю. для коорлннат. (хо, Ус, ‘2, Ро, 9о} начального элемента, 
то. Р’ булет равно нулю. вдоль. всей характеристики, выходящей из этого 
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элемента; это нетрудно было предвидеть из самого способа получения 
уравнений . (79). Следовательно, чтобы ‘найти характеристики даниого 
уравнения, можно присоединить к системе (79) само соотношение Р=0; 
таким образом, мы приведем эту систему к системе трех диференциаль- 
ных уравнений первого порядка. 

Предположим, что мы получили в конечном виде уравнение характе- 
ристик; пусть будут, например 


У=Л (х, ЛЮ» Ус, 2, Ро, 90\ 2 = (х, Хо» Ус, 20, Ро 40), 
— — (80) 
р =. (х, №, Ус» 20, Ро, 9), 9 = (х, № У» 20, Ро» 4) 


уравнения характеристики, выходящей из элемента’ (%, У, 20, Ро, 40), 

Два первых уравнения представляют самую характеристическую ли- 
нию, и так как всякая интегральная поверхность есть место характерн- 
стических линий, то мы получим эту поверхность, предполагая, что 
№», У, 20, Р.› 9о суть функции вспомогательного параметра 9. Следова- 
тельно, нам нужно‘ исследовать, как определить этн пять функций от 9, 
чтобы поверхность, образуемая характеристическими линиями, была инте- 
гральною поверхностью. Для большей симметрии введем, следуя Дарбу, 
вспомогательное переменное ци. 

Пусть будут 

Хх — $, (и, № Ув» 2, Ро 4%), } 


у — 9. (и, № Ус, 20» Ро, 96) $; (81) 
2=3(и, Ж» У» 2% Ро 40), 

р— $. (м, Хо, У» 2» Ро, 90}, } (82) 
9—0; (и, Хо, Уз 20 Ро» Чо} 


формулы, представляющие те ннтегралы системы (79), которые прини- 
мают при и=0, соответственно, значения ху, Уз, 2%, Ру, 4%. Если мы 
заменим в этих формулах х., У», 25, Ро, 4% Функциями второго вспомо- 
гательного переменного 9, то уравнения (81), где м и © рассматриваются 
как независимые ‘переменные, представят, вообще, некоторую поверх- 
ность 5. Чтобы эта поверхность 5 была интегральною, а лежащие на 
ней линни © == соп3{ — характеристическими, необходимо, чтобы фор- 
мулы (82) определяли угловые коэфициенты касательной плоскости 
к”поверхности и, кроме того, чтобы во всех точках поверхности 5 было 
Е-==0. Следовательно, пять функций х, у, 2,.р, 9 двух переменных 
й н ®9 должны удовлетворять трем условиям: 


Е(х, у, 2, р, 4) =0, (88) 
92 ах ду 


—- —- 8 
шо Рм що (84) 
2 9х ду 
бя 0—0, 8 
39 39 7-5 (85) 


Так как пять функций Ф, суть интегралы системы (79), то, как ‘уже 
было указано, Р(х, у, 2, р, 9) =Е(%о» Уз» 20, Ро» 90\, и следовательно, 
соотношение (83) удовлетворится, если будет: 


Е» У» 20, Ра» 499) =0. (86) 
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Соотношеиие (84) само по себе удовлетворяется, так как оно есть 
следствие диференциальных уравнений. Что касается условия (85`, то 
Коши преобразует его следующим образом. 

Обозначим левую часть этого соотношения через Н; диференцируя 
Н по и, имеем: ^ 


95 922 92х 92  дхар 9444 


м 030 Ри Тиз дд юм’ 


С другой стороны, диференцируя соотношение (84} по <, имеем 


также: 
92 2х 92у  драх 993у 


им Руда Зи м 


Вычитая почленно, получим: 
ЗН _эрдх |999 9х 34. 
и м Гм 0 м’ 


заменяя здесь производные по и их значениями из формул (79), будем 
иметь: 
3х 


ЕР 2 [5+4 


ди 


Наконец, принимая Во внимание, что пять функций х, у, 2, р, 9 
от 9 удовлетворяют соотношению 


Е(х, У, 2, р, 9) ==0, 


мы будем также иметь: 


ЖРО 


э9Н 
следовательно, предыдущее значение производной и можно представить 
[7 


в виде: р аН _ 32 
— = — Я 
и — 2 (р у% 9 а =) = РН. (7) 


Из этого соотношения получаем следующее выражение для Е: 
и 


а 


Н = Не о . (88) 


где Ну обозначает значение Н при и#и=0, т. е. когда х, у, 2, р, 9 
обращаются, соответственно, в №, Уз» 2, Ро 9о Так как, по предполо- 
жению, фуикция Р, а следовательно, и ее частная производная 2, голо- 
морфны вблизи значений №, Уз, 2, Ро, 9» Т0, чтобы Н было равио 
иулю, необходимо и достаточно, чтобы Н, было равно нулю, т. е, что» 
бы было; 

925 9х0 


т, 
эа— Розу, 4 40 
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Таким образом, чтобы получить интегральную поверхность *, доста- 
точно заменить в формулах (80) или (81) количества ху, Уу, 2, 
Ру» 90 Функциями вспомогательное» переменного 9, удовлетворяющими 
двум условиям: 

920 9% 9Уо 


до — Розу 1 49° (89) 


Е (хо, Уз 20, Ро Чо) == 0, 


По`ьзуясь этим методом, нетрудно получить и решение задачи Коши 
В самом деле, если требуется определизь интегральную поверхность, 
проходящую через данную кривую Г, то можно взять за №, У, 20 
координаты точек этой кривой, предполагая, что ози выражены в функ- 
ции переменного параметра 9; тогда нз уравнений (89) мы определим 
Ро и 90. Это решение можно также представить геометрически; в самом 
деле, первое из соотношений (89) выражает, что плоскость с угловыми 
коэфициентами ре, 45, проходящая ‘через точку (5х0, Уз, 20), касается 
конуса Г, имеющего вершину в этой точке, а второе, — что эта плоскость 
проходит через касательную прямую к кривой Г. Таким образом ход реше- 
ния может быть представлен в следующем виде: через касательную пря- 
мую к кривой Г в точке М этой кривой проводим плоскость, каса- 
тельную к конусу Т, имеющему вершину в точке М; пусть будет С 


Ы 
характеристика, выходящая из элеиента, определенного таким об- 


разом: поверхность, о’разованная этою харэктеристикою, когда 
точка М описывает кривую Г, есть интегральная поверхность, про- 
ходящая через эту кривую Г. 

Поверхностей, отвечающих на вопрос, будег столько, сколько можно 
провести через касательную прямую к кривой Г пзоскостей, касаю'иихся 
конуса Т. Ясно, что в каждую отдельную совокупность надо соединять 
те птоскости, которые образуют непрерывную последовательность. 


+ Здэсь, однако, предполагается, что знаменатели Р, ©, Х--р2, У--47 не равны все нулю 
при начальных значениях №, У, 2, Ро, 4, В последием случае формулы (51} и (82) обращатся 
вВХ=м, У=У, 2=2, Р=Рр, 9 =4ь но, если мы не введем вспомогательного переменного и, то 
уравнения (70) могут иметь ннтегралы, принимающие даиные начальные значения ($ 393, примеча- 
ние 0. Следовательно, интегралы рассматриваемого уравнения, удовлетворяющие одиовременно 


четырем уравнениям 
Ю=0, 0=0, Х4+-р2=0, У+42=0. 


не охватываются общим методом. Такне интегралы, если они существуюг, иазываются особыми. 
`Их вообще не бывает у уравнення, данного непосредственно, а не получающегося через исклю- 
чение постоянных. 

Все эти рассуждения можно сделать еще более определеннымн, выяснив, какне предположе- 
ния необхо ‚имо сделать, чтобы предыдущие заключення имели место. Прежде всего здесь суще- 
ственно предпо 'южёние, что Р(х, у, 2, р, 9) есть аналитическая функция от х, у, 2, р, 4. Но 
чтобы доказать, что всякий интеграл 2=/(х, У) есть место характеристик, нет иеобходимостн 
предполагать, что и сам этот интеграл аналитический; достаточно допустить, что его пронзводные 
второго порядка т, 5, & иепрерывны, так как только эти производные входят в`’предыдущие доказа- 
тельства, С другой стороны. характеристики определяются системою диференцнальных уравне- 
ннй (79), коэф 'цаенты которых завнсят от производных от фуикпии Р(х, у, 2, р, 4) и суть, сле- 
.довательно, функцин аналитические. Поэгому и самые характеристики суть аналитические кривые. 
Огсюда видно, что на всяком интеграле, анатитическом или иеаналитическом, существует семей- 
ство аналитических линнй -- характеристик. Гакнм образом функции фи, ф» -.., $» представляющие 
общий интеграл уравиений (79), суть аналитические функции ог и н начальных значений ху, Ус, 2, 
Ро, 4% ($ 837). Чтобы все дальнейшие заключения были правнльнымн. достаточно, чтобы этн на- 
чальные значения были непрерывными функциями. параметра 9, имеющими непрерывные произ- 
водные, но нет необходимости, чтобы они были аналитическими функциями от 9. 

Эго вполие согласно с методом изменения постоянных. В самом деле, еслн полный интеграл 
У (х, у, 2, а, 5) есть аналнтическая функция своих аргументов, то и Р(х, у, г. р, 9) будет ана- 
литическою функциею, но ннгде в привгдеиных рассужденнях не содержится‘ требования, ‘чтобы 
произвольная функция 5 = $ (а) была аиалитическою функцнею от а. Аналогичное замечание прн- 
меннмо и к общему интегралу линейного уравнения. Дальнейшие подробности па этему вопросу 
см. в диссертации Гедрика (Неёчск), „ОЪег Чеп апа!уИзсвеЧ СпагаКиег Чег Кбзцаеей уор Ой, 
[степцалеСВ преп“, Гёттинген 190}. г 
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Рассмотрим снача‘а общий случай, когда касательнгя прямая к кри- 
вой Г не есть образующая конуса Т. Если ру ид, суть угловые коэфи- 
циенты касательной плоскости к конусу Т, то направляющие коси- 
нусы образующей прикосновения пропорциональны количествам Р,, ©, 
Роро- ©.45 [Формулы (75) и (76)]. С другой стороны, направляющие 
косинусы касательной к кривой Г пропорциональны 


9% 9 р ИН 90 
0’ 9’ в ° 99 0 90 
Т.к как, по предположению, эти две прямые имеют различные направле- 
^Уб 9% 
ния, то разность Рози — у не равна нулю, и мы получим из урав- 
39 


нений (89) ро и 4 как функции от 9, голоморфные в области рассмат- 
риваемой точки кривой Г. С другой стороны, можно решить два первых 
уравнения (81) бтносительно. и и 9, так как при и ==0 функциональный 
определитель у ум обращается в 

р Зи и РИ 


9х\ д» ду\ 9% ЗУ 9% 
— .е.в № —— 9 —. 
(>. , 30 (>). Во “ $9 


Внося значения количеств и‘и ® в третью формулу (81), мы н.йдем, 
что 2 есть функция от х и у, голоморфная в области рассматриваемой 
точки (см. $5 446). 


Если, напротив, касательная прямая к кривой Г в какой-нибудь отдельной 
точке этой кривой совпадает с тою образующею конуса Г, вдоль которой пло- 
скость с угловыми коэфициентами ро, 4, касается этого конуса, то эта точка есть, 
вообще, особая точка соответствующего интеграла. Если же это. имеет место 
во всех точках кривой Г, то мы должны различать два случая в зависимости 
от того, будет ли кривая Г характеристической или нет. . 

Если кривая Г — характеристическая, то ова касается в каждой своей точке М 
по одной из образующих @ конуса Т, имеющего вершину в этой точке; тогда ха- 
рактеристическая развертывающаяся поверхность есть огибающая плоскости, касаю- 
щейся конуса Т вдоль образующей (, когда вершина М описывает кривую Г. 
Таким образом кривая Г определяет ряд элементов, состоящих из точек М этой 
кривой и из касательных плоскостей Р с соответствующим конусом Г, касаю- 
щихся кривой Г`в соответствующих точках М. Характерисгическая кривая, 
выходящая из каждого элемевта, определенного таким образом, совпадает с самою 
кривою Г, и формулы (81) не определяют поверхности. Но ясно, что в этом слу- 
чае ваша задача действительно иеопределенная. В самом деле, пусть будут М ° 
точка кривой Г, Р — плоскость, касающаяся конуса Т, имеющего вершину 
‘в точке М, вдоль касательной прямой С к кривой Г, и Г’ — какая-нибудь другаи 
кривая, проходящая через точку М, у которой касательною прямою в точке М 
бузет какая-нибудь прямая плоскости Р, отличная от прямой @. На основании 
‚доказанного выше интегральная поверхвость, проходящая через кривую Г, 
проходит и через кривую ` Г. .: -. . 

Если данное уравнение (74) — нелинейное относительно р’и 4, как мы. это 
‘предполагаем, то есть другая возможность: кривая Г может касаться в каждой 
своей точке образующей С соответствующего конуса Г и в т0 же время не 
быть характеристическою. В самом деле, самые общие кривые, обладающие 
‘этим свойством, зависят от произвольной функции. Пусть будет 


Ф (х У, 2} ту =) =0 
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уравнение конуса Г, имеющего вершину в точке (х, у, 2). Чтобы кривая Г 
касалась в каждой своей точке образующей конуса Т, координаты х, у, 2 точек 
этой кривой должны быть функциями переменного 9, удовлетворяющими условию 


Ф(х У, Ах» 1) =6. (30) 


Если мы возьмем, например, х за неззвисимое переменное, то можно произ- 
вольно выбрать у=у/(х), н, заменяя в предызущем соотношении у через /(х), 
мы получим диференциальное уравнение первого порядка для определения 2 

-в функции от х. Всякая кривая, удовлетворяющая условию (90) и притом не 
характеристическая,: называется интегральною кривою 
Предположим, что кривая Г. относительно которой мы хотим решить задачу 
Коши, — интегральная. Из каждой точки М кривой | выходит характеристическая 
кривая, касающаяся кривой Г, и из предыдущих вычислений следует, что поверх- 
ность 5, образуемая этими характеристическими кривыми, есть интегральиая по- 
верхносфь; в самом деле, чтобы получить эту поверхность, достаточно взять в фор- 
мулах {81) и (82) за хо, ус, 20 координаты точек кривой Г и за ру, д, — угловые 
коэфициенты плоскости, касающейся конуса `Г вдоль касательной прямой к кри- 
вой-Г. Но’эта кривая Г есть особая линия поверхиости $. В самом деле, если бы 
это’ было не так, то производиые и, $, 'Ё имели бы в точках кривой Г конечные 
значения так как, кроме того, мы уже имеем из ` уравнения конуса ТО,@хь == 
—Р. ау, -[уравнениз (78)], то вычислення, сделанные на стр. 247 при выводе урав- 
н.ний (79);”были бы здесь применимы без изменения, и отсюда мы заключили бы, 
что кривая Г — характеристическая, что противно предположению. В нашем слу- 
чае кривая Г— не характеристическая, а огибающая характеристических линий 
поверхности $, и аналогична ребру возврата развезтывающейся поверхиости. 


Примечание, Пользуясь методом Коши, нетрудно также получнть полный интеграл. 
В самом деле, мы удовлетворим условням (89), полагая х=а, %=0, щ=е, где а, 6, с — произ- 
вольные постоянные, а ру и 4% связаны соотношеннем Ё(а, 6, с, Ру, 40) =0. Полученная, такнм 0б- 
разом, иитегральная поверхность есть место характеристических лнннй, выходящих нз точки (а, 6, 
с), которая, очевидно, есть коннческая точка для этой поверхности. Еслн мы дадим одной из коор- 
динат а, 6, с постоянное чнсловое значение, то получим полный интеграл. у 


ПРИМЕРЫ. Возьмем уравнение рд— ху=0, рассмотренное Коши; прини- 
мая во внимание самое уравнение, мы можем представить диференциальные урав- 
нения характеристики в виде: р 


рак === = ар у. 


Отсюда носледовательно выводнм интегрируемые комбинации: 


ЧР 4х. 44 4, а2= В 2хах= Ч 2уцу, 
р Хх 9 У х У : 


н характеристика, выходящая из элемента (ж, У» 2%, Ро, 4), представится фор- 
мулами: * . 
р х 4 в Ро 2 Фо 2 
о о, а (№) = — (У, 

р № 4% № № У 
причем ^%, Ур, ро, 4 связаны соотношением: ру, — хо. Чтобы иметь интеграл, 
обращающийся при х=х, в$(у), положим, следуя общему методу, у=и, 
2. =$(и); тогда из уравнений (89) будем иметь: 
у - Жи 
—%' и —=—.. 
Чо : ( ), Ро 9" (и) 


Следовательно, нскомый иитеграл представляется системою двух совместных 
уравнеиий: 


2 а к (ав), 


_и_ 
ф' (и) 
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которые определяют ии гв функини ох и у Эти два уравнения можно за- 
менить следующими: 


[2 — (В — (9 — 2) (фи), [2-е хо), 


из которых второе получается из первого диференцированием но параметру и. 
Мы получим искомый интеграл, исключая и, и мы можем заметить, что этот ре- 
зультат согласен с теорией Лагранжа (ср. $ 446). 

2. Вернемся к уравнению на стр. 237: 


(+++) 2 — 8-0, 


выражающему, что длина отрезка нормали между точкою нскомой поверхности и 
плоскостью хОу равна Ю. Отсюда следует, что для того, чтобы иметь конус нор- 
малей М для точки М пространства, достаточно описать нз точки М шар ради- 
усом, равным К, и взять прямой круглый конус с вершинсю в точке М, пгоходя- 
щий через линию пересечения плоскости ХОу с этим шаром. Коиус Т есть 
в Нашем случае круглый конус с вершиною в точке М, дополнительный к конусу М. 
Мы знаем здесь полный интеграл: это — шары с‘радиусом, равным Ю, центры 
которых лежат в плоскости хОу; следовательно, характеристические линии, т. е. 
линин пересечения двух бесконечно близких шаров (см. $ 448), суть кругн с ра- 
диусом, равным Ю, плоскости которых параллельны оси О2: н центры которых 
лежат в плоскостн хОу. Мы видели, что всякая интегральная кривая может быть 
рассматрнваема как огибающая характеристически‹ линий, лежащих на инте- 
гральной поверхности. Следовательно, интегральные кривые представятся сис- 
темою трех уравнений: 


<х — а) | [у — з(а)р + 2 — Ю—0, 
х— а [у — #(а)] 9' (а) ==0, 
Те (ау - фе) 9" (а) — уф’ (а) =0, 
где функция $ (2) произвольна. 


448 Вывод характеристик из полного интеграла. Понятне характеристикн 
естественно вытекает из теории-Лагранжа. В самом деле, мы виделн, что, если 


У—0 есть полный интеграл уравнения первого порядка, то мы получим инте- 
гральную поверхность, исключая а из двух соотношений: 


РА 9У 
У, у, 2, а, 0 уда) (@) 0, (91) 


где $ (а) — произвольная функция. Еслн мы даднм параметру а постоянное зна- 
чение, то эти два уравнення представляют кривую, место которой есть интеграль- 
ная поверхиость. Уравнения э:ой кривой имеют вид: 


У ыбо, ЗИео, (92) 


где а, 6; с — произвольные параметры. Эти кривые образуют комплекс; таким 
образом, мы видим, что нитегральные поверхности образованы кривыми этого ком- 
плекса, соединенными по тому или другому закову. Этим объясняется проис- 
»ождение названия характеристик, данное этнм кривым, так как они суть кри- 
вые прикосновения полного ннтеграла с его огибаюшею поверхностью. Харак- 
терисинческие развертывающиеся поверхности появляются здесь также есте- 
ственно. Рассмотрим характернстнческую кривую, соответствующую значениям 
а, 6%, 65 парамегров а, $, с; все различные интегральные поверхности, которые 
мы получим, выбирая такие функции $, чтобы было № = (а), со =$' (4%), про- 
ходят через эту кривую и ›,асаются между собою вдоль этой кривой, так как 
значения количеств ри 4, определяемые для каждой точкн интегральной поверх- 


н стн формулами 3 зи зи зу 
у . 
9х р ==, ду 17 92 —0, (93) 


одннаковы для всех этих поверхностей. Из четырех уравнений (92) н (93) можно 
выразить любые четыре переменных х, у, 2, р, 4 через п+тое н через три про- 
иззольных постоянных а, В, с. Чтобы доказать тождественность получаемого, такнм 
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образом многообразия с характеристиками, выведенными намн ранее нз метода Коши, 
‚ предположим, что полный интеграл представлен уравнением вида: 2 = Ф\цх, у, а, 5). 
Тогда уравнения (92) н (93) обращаются в 


9Ф э9Ф 


2==Ф(х, у, а, а +5 2=0, (9;) 
9Ф 9Ф > 
Р=3;, 9—9. (95) 


Из соотношений (94) и (95) можно выразить пять переменных (х, у, 2, р, 4} 
в функциях одного из ннх (например х) и трех произвольных постоянных а, 6, 6; 
задача приводится к доказательству, что эти функции удовлетворяют диферен- 
циальным уравнениям (61). Так как функция Ф (х, у, а, 6) есть полный интеграл 
уравнения Р=0, то мы уже имеем между этими пятью функциями два соот- 
ношения: 


Р(х, у, 2, р, 9) =0, 42 = рах + аау. (95) 
С другой стороны, из второго из уравнений (94) находим: 
92Ф 92Ф 92Ф 92Ф 
с ах с——_ } ду==0, 97 
(к + 5) + (5 + у) У 07 
Но, диференцируя по а и 8 тождество 
/ 9Ф 9 
Е х, у, Ф, я > —=0, 
( 7 дх’ ду ) 
получим: эФ Ф УФ 
р 2 
7-— +Р = 0, 
За 1 Зах Км 
9Ф д2Ф 92фФ 
+9 =6 


96 ^^ 369х 35 ду 


и следовательно, исключая 2, будем иметь, на основании второго уравнения (94):. 


92Ф 9Ф д2Ф 92Ф 
В —__ — 0. 98 
(а ера) +9 (изу +в) (98) 


Сравнивая между собою соотношения (97) и (98), видим, что > == о . Осталь- 


ные ураьнення (64) мы получим, как в $ 447, сравннвая соотношения 


9%Ф 92Ф 9Ф 92Ф 
ар=-—_- ах у, 449 = ах | —— ау, 
а + 9х ду >, (7 дхду + ду? У 
выгеденные из уравнений (95), с соотношениями 
9Ф 92Ф 92Ф 
Х-+Е Р-—— = 0, 
ыы 9х + 9ха +9 9х ду 
9Ф 92Ф 92Ф 
+2 — +Р ——=0, 
ы ду + 9х ду +9 ду 


которые получим, диференцируя по х и у тождество 


| эх 
в(хух ®, \ 0 
( ах ъ) 


Примечание. Теория полног> интеграла одинаково применима как к нелинейным урав- 
неннум, так и к лннейным. На первый взгляд кажется, н.против, что метод Кошн имеет совер- 
шенно различный характер для лннейных уравнений и для уравнений нелинейных; в самом деле, 
характеристические лниии линейного уравнения, или уравнения, распадающегося на несколько 
линейных ураэнений, образую конгруэнцию, а не комплекс. Но если к каждой характеристической 
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линни мы присоединнм характернстическую развертывающуюся поверхность, то это различие исчезает. 
В самом деле, каждая характеристическая лнния прннадлежнт бесконечному множеству характе- 
ристических развертывающихся поверхностей, зависящих от произвольного постояиного, так что 
эта совокупность линий и поверхностей действнтельно зависит от трех произвольных постоян- 
ных *. Рассмотрим, например, уравнение конических поверхностей рх -|- ду—2=0. Уравненне 
2=алх-|- 6у представляет полный интеграл, состоящий из плоскостей Р, проходящих через 
начало коордизат. Здесь характеристические линин суть прямые, проходящие через начало коордн- 
нат, и характернстнческне раззвертывающнеся поверхности суть самн плоскости Р. Следовательно, 
мы получим характеристику, присоедиияя к прямой, проходящей через начало координат, плоскость, 
проходящую через эту прямую; полученная совокупность, действительно, зависит от трех пронз- 
вольиых постоянных. 


449. Распространенне метода Коши на случай миогнх переменных, 


Метод Коши нетрудно распространить на урзвнение с любым числом не- 
зависимых переменных: 


92 
Р(х, Хр...) Хи: 2, р» Рь +. Ри) =0, Рух. (99) 

1 
Пусть будет 2 = Ф(х, х.,..., х,) какой-нибудь интеграл уравнения (99); 
мы будем называть элементом этого интеграла совокупность системы 
частных значений х, 4,..., х) зезависимых переменных и соответ- 
ствующих значений 20, р?,..., ро функции Ф и ее частных произвол- 
ных. Будем изменять элементы интеграла, начиная от некоторых началь- 
ных значений 20, 20, ро, таким образом, чтобы при этом все время 


удол-творялись диференциальные уравнения: 


ах, _ 4х. 4х, 
——=—_“"=...Е>ЕР- 10 
Р, — Р, - В, (190) 
где (5$ 445) 
эЕ эЕ 92 
——_ Р —= =, РА —-—. 
^, дх,' р» д2 


Ясно, что эти уравнения вполке определяют на каждом интеграле 
семейство ‘линий, т. е. многообразие одного измерения. В самом деле, 
если 2 известно в функции от х;, х„,-.., Х„, ТО известны также част- 
ные производные р,, а следовательно, и функции Р,. Следовательно, соот- 
ношения (100} представляют систему п—1 диференциальных уравнений 
первого порядка между и переменными х,, х.,..., Х„. Из теории дифе- 
ренциальных уравнений следует, что через каждую точку интегральной 
поверхности проходит, вообще, одно и только одно из этих много- 
образий. Если к каждой точке (^,х...., Х 2) одного из этих 
многообразий мы присоединим соответствующие значения производ- 
ных р, р.,..., Р„, то получим бесконечную послгдовательчость эле- 
ментов, зависящую от одного переменного, которая, подобн> предыду- 
щему, называется характеристикою. Покажем, что, если даже выражение 
функции 2 не известно, то к соотношениям (100) можно присоединить 
другие диференциальные уравнения, из которых можно вполне определить 
изменения переменных Хх, 2, р, вдоль характеристики. 

Будем :+ход.ть из элемента иитеграла (х0, 20, р9) и рассмотрим 


характеристику, зыходящую из этого элемента. Вдоль этой характеристики 


* В случае лниейното уравнения в каждой точке характеристической линии нет определен- 
ной характеристической касательной плоскости (см. $ 438). Диференциачьные уравления характе- 
ристик иа стр. 217 не содержат р и 4, и потому текушне координаты не зависят здесь от р 
о, а только от №, У, 2. (Ред.) 
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переменные х„ 2, р, суть функции одного независимого переменного, 
удовлетворяющие соотношению Р==0; их диференциалы удовлетворяют 
уравнениям (150) и, кроме того, следующим уравнеииям, вытекающим: 
нз определения характеристик: 


аг= р, ах --...-4 р, 4х»„, 


922 
ар == рн ах, +... Ры@хь Рь= 


Яо (1—1, 2,..., п). 


Диференцируя соотношение Р==0 по переменному х,;, Получим: 


Хр -- Р.Р +... + Р.Р, ==0. 


Обозначим через 4и общее значение отношений (100) и заменим 


а 
в предыдущей формуле Р, через а ; мы будем иметь: 


(Х,-Е р. 2) аи рам... Ри 9х, =0, 
Х-Ь рр) аи-- ар ==0. 


Отсюда заключаем, что вдоль характеристики элементы интеграла удб- 
влетворяют системе диференциальных уравнений: 
ах, _ 42 — ар, 


БР Рр+...ЕР.р, ХХ, 2РЬ, 


Эти уравнения не зависят от функции Ф, и следовательно, мы можем 
определить все элементы характёристики, если известен ‘один ее элемент 
(2, 2, р). Отсюда, как и выше ($ 447), заключаем, что, если два 
интеграла имеют общий элемент, то они имеют общими все эле- 
менты характеристики, выходящей из этого элемента. 

Если, как мы и будем предполагать, делители в уравнениях (101) 
остаются конечными и не равны нулю при начальных значениях, то из 

‚этих уравнений получим: 


Хх. = (и, № хо, 21, 2%), РЕ Фь фь (и, № р®, °, 68), 2—(и, м р 20, 2%), (102) 


где хо, 20, р обозначают начальные значения, соответствующие началь- 


ному значению #==0 вспомогательного переменного #; функции {, ф,‚, Ф 
суть непрерывные функции от ий и от начальных значений, имеющие 
производные по всем переменным, по крайней мере, внутри некоторой 
области. | 

Так как всякий интеграл есть место характеристик, то ясно, что вся- 
кий интеграл представится формулами (102), где хо, 20, р0 должны быть 
функциями от й— {1 независимых переменных, так что эти формулы 
представляют многообразие п измерений. Но эти 2" -|-1 функций х,, 2, 
р, от`п независнмых переменных должны, сверх того, удовлетворять 
соотношениям: 


Р(хь 2, ро РЖ...) Хр 2, р...» Ри)==0, } (103) 
42— ах, —р.ах,—...-_р,Чх,==0. 


=4и (1 =1,9,..., п). (101) 
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Так как диференциальные уравнения (101) допускают интегрируемую 
комбинацию аР==0, то, чтобы удовлетворилось первое из соотношений 
(103), достаточно, чтобы было Р (хо, 2, ро) —=0. С другой стороны, из 
соотношений (101) имеем: 

42 _ ах 
аи рае... ах. 

Так как начальные значения х0, 20, ре суть функции от и—1 не- 

то должно быть также: 


зависимых переменных 9, 9,,..., 9, _1, 
И=0=— р, 6х, —... р, 8х, =0, 
причем буква 6 обозначает диференциалы, соответствующие произволь- 
ным приращениям 67.,..., 69 переменных 9,,..., ® Поступая. 
как в случае п==2, получим: 
40 = 48: — р, 4х, —... — р, 8х, — ар, 6х —... — ар, 6х, 
аг==рах +... р,ах,, 
^ * 
даг == рвах, |... -{ р,бах, + врах, +... -Едр,ах,. 


Так как операции 4 и $ переместимы, то 


п-1 п-1* 


о= У. брам арм = У, [р др. -- (ХМ, р,2 ха и; 
=! = 


так как 2, Хр рь удовлетворяют уравнению ЁР==0, то 
Урат-- хим = — 242, 


и следовательно, 
Аа0 = — РО4и. 


Отсюда получаем следующее выражение для ( 
и 
_ | 2 ап 
[р 
О=Це 
Чтобы И было равно нулю, необходимо и достаточно, чтобы Ц, 
было равно нулю, т. е. чтобы было: 
0 056 — — 0х0 — 
920 — 000% —...— [000 —=0. 
Таким образом, чтобы формулы (102) представляли интер, не- 


обходимо и достаточно, чтобы начальные значения (© °, ро) были 


функциями от п—1 независимых переменных, твоими 
тождественно условиям: 
(м, 27, 0 = 0, | (104) 


02 — 080 — 000 —... — 280 —0. | (105) 
Всякая система 2п -|-1 функций (хо, 20, 2°) от п—1 переменных, удо- 


влетворяющая этим двум условиям, определяет многообразие элементов 
п— 1 измерения, и предыдущее предложение можно выразить иначе: 
всякий интеграл ураннения Р==0 образован характеристиками, выходя- 
щими из различных элементов такого многообразия. 
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В частности, если требуется найти интеграл Коши, обращающийся 
при х, = в данную функцию Ф(х.,.--, х„) то мы возьмем 
хо, 2,...› № за независимые переменные (мы предполагаем, что, х? 
постояино); тогда соотношения (105) определят значения количеств 
20, 9, ..., р: 


3 
>20 — У — — Ю ——_. 
20—Ф(м,..., №), Р} дд "т, Ри 90 


Значение р мы найдем из соотношения (104); если р не равно нулю 
[что мы и должны здесь предположить, так как иначе мы не могли бы 
применять общую теорему существования неявных функций (т. Г, $ 184) }], 
то р° определяется из. (99) как функция от ж,..., 0, голоморфная 
в некоторой области, и уравнения (102) определят 2, х„ р, как голо- 
морфные функции от и, м, ..., №. Кроме того, определитель Якоби 


Вх, ху...) А) 
Р (и, Же ж) 


не равен нулю, так как при и#==0 он на основании уравнения (101) 
обращается в Р%. Следовательно, мы можем решить и первых уравнений 


(102) относительно и, м, р м и, внося полученные выражения в по- 


следнее уравнение (102), мы будем иметь 2 как голоморфную функцию 
ОТ 1, Хр +++) Хи: 
п римечание. Может случиться, что, применяя предыдущее общее правнло, мы иногда 


не получнм нитеграла. Например, может случиться, что многообразие элементов, определяемое 
формулами (102), не зависнт в действигельиости от ,? произвольных параметров. Эго имело бы 


ов 
место, если бы многообразие элементов (= 2, Рь) состояло из харахтеристик; действительно, 
в этом случае многообразне, определяемое формулами (102), совпало бы с многообразнем элемен- 
© 0’ 
тов =, 2, р; )- . . 
Помимо эгого случая может также случиться, что, исключая параметры п, 9), ..., Яв—и из 
уравнений (102), мы прндем к нескольким различным соотношеииям между переменными хи, ..., Хл, 2. 


Чтобы не отбрасывать такне решения, условились, следуя Софусу Ли, расширить понятие инте- 
грала и называть интегралом уравнения Р=0 всякую систему СО" элементон (х{, 2, рь), удовлетво- 


ряющих соотношенням: 
Е(хь 2, р =0, а2= р аж - ..- + ро Аж. {106) 
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450. Однородные линейные системы. Рассмотрим систему 4 однорол- 
ных линейных уравнений с одною неизвестною функциею /(%., Х,..., Хи): 


з д 9 | 

^, —= @1 > а, ы + «.›о Нан ыы. =0, 
з д 9 

хан бы... На 0, (107) 


9 9 
Хао Чаи +. а а 


п 
9х 9 9х, 


* Я ограннчусь здесь очерком оснсвных методов в их сушественных чертах, Более подробное 
изложение читатель иайдет в книге Гурса, Зиг Рибетаноп 9ез вацаНопз аих 466ез рагйеЦез 
Чи ргепёег огаге. 


17+ 
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в которых коэфициенты а, суть функции от п независимых перемен- 
ных Хх, х,,..., Хи И не содержат неизвестной функции /. Эти 4 урав- 
нений (107) называются независимыми, если не существует никакого 


тождества вида 
УХ, (р- ‚.. А, (Р=0, 


где ^, ^», № — функции от х,х,,..., Хх Не равные все одно- 
зременно нулю. 9 Ясно, что всякую систему $ не независимых уравнений 
можно заменить системой $ независимых уравнений (4’ < 4), равносиль- 
ною первой, и что никакая система ие может содержать более и неза- 
висимых уравнений, 

Следовательно, мы всегда можем предположить, что 4 уравнений (107) 
независимы, и 9 = 

Если 9 == п, и у равнения (107) независимы, то определитель, состав- 
ленный из коэфициентов а, ие равен нулю, и эти уравнения имеют 
своим общим решением только интеграл /==С; в дальнейшем мы не 
будем принимать во внимание этого очевидного решения. Если 9 < м, 
то всегда можно найти интегралы, общие для уравнений (107), после- 
довательными интегрированиями. В самом деле, предположим, что мы 
проинтегрировали одно из этих уравнений, например первое; пусть будет 
У» У»... Ул_1 Система его п—] независимых интегралов. Далее, 
пусть будет у, такая функция, что определитель Якоби 


(ут, УЗЫ У») 
Р(ж, Хи +.) Х,) 


не равен иулю. Примем у,, у», ...,› У„ за новые независимые переменные. 


у 


После этой замеиы уравнение Х, (7) =0, очевидно, обратится в зу = 


п 
так как оно удовлетворяется при 


= Ул, Уз» ++.» Уна» 
тогда как уравнение Х, (1) =0 (1>>1) изменится в следующее уравнение 


|) 
того же вида, причем член с с можно отбросить, так как У о: 
и У 


а ... 8 ны =0; 


здесь коэфициенты 6,, суть функции от у, У.,..., У, 
Если мы предположим, что коэфициенты 6,, расположены по степеням 
переменного у,, то последнее уравнение можно будет представить в виде: 


Бит) + 


причем коэфициенты с, с1,... не зависят от у,. Так как неизвестная 


функция / не должна зависеть от у„, то эта фуикция должна удовле- 
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творять всем линейным уравнениям, которые получим, приравнивая нулю 
коэфициенты при различных степенях переменного у„. 

Предположим, что мы выполнили ту же операцию со всеми уравне- 
ниями Х, (А) =0 (7)>1). Если система, состоящая из всех независимых 
уравнений, которые получим таким образом, содержит п уравнений, то 
мы не имеем иного решения, кром: /—=С. В противиом случае система 
будет состоять из г независимых линейных уравнений (7—1. 

Те же операции можно применить к каждому уравнению новой сис- 
темы и т. д. Так как при каждой операции число независимых ‘перемен- 
ных уменышается на единицу, то окончательно мы или найдем, что дан- 
ная система не имеет иного решения, кроме /=С, или придем к системе, 
состоящей только из одного линейного уравнения. 

Очевидно, что эгот метод, удобный в некоторых приложениях, тео- 
ретически очень ие:овершенен, Так как из него нельзя заранее узнать, 
имеют ли уравнения (107) интегралы, общие для них всех, кроме инте- 
грала Х/==0. Покажем, как можно решить эту задачу без всякого инте- 
грирования. ` 

Пусть будет } интеграл, общий для всех уравнений (107); так как 
эта функция удовлетворяет двум соотношениям Х,(/)==0, Х,1/) =0, 
где и &— два каких-нибудь из указателей 1, 2,..., 4, то мы имеем 


также Хх, ИХ, (0) = 0, 
Х [Х, (7}] =, (0) — 0, 


А; [Х, (7) — Х, [Х, (7) ==0. 


Выше было указано ($ 398), что это новое уравнение содержит 
только производные первого порядка’ и, может быть представлено в “виде 
[5 398, уравнение (116)]: 

п 


хх — Хау У Хы) — Хде ыы —0. 


9х 
в=1 # 


и следовательно, 


Составим все такие уравнения, комбинируя попарно все даниые урав- 
нения; полученные уравнения имеют интегралами все интегралы си- 
стемы (107). Обозначим через 


хи =0, Хр =0,..., Хо 


все те из этих новых уравнений, которые иезависимы между собою и 
образуют вместе с уравнениями (107) систему 


Х=6..., ХФ, Хф=%... ХО (108) 


независимых уравнений. Если 4--5==и, то система (108), а следова- 
тельно, и система (107), не имеют иного решения, кроме /=С. Если 
4 + $«<лп, то мы повторим с системою (108) те же операции, которые 
мы производили над первою системою, и т. д. Поступая таким образом, 
мы придем или к системе п независимых уравнений, и тогла система (107) 
имеет только решение /—С, или к такой системе г независимых урав- 
нений, где г< и, что все комбинации 


ХИХь 0] — ХХ 
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суть линейные комбинации выражений Х,(/),..., ХАЛ). Такая система 
названа Клебшем (СШеЪзсв) полною системою. 

Таким образом мы видим, что изыскание интегралов системы 
вида (107) приводится к интегрированию некоторой полной системы. 

Можно заметить, что всякая система л независимых линейных урав- 
нений есть также полная система; поэтому можно сказать, что всякая 
линейная система приводится к полиой системе. 

451. Полные системы. Теория полиых систем основывается на следую- 
щих их свойствах. 

1. Всякая полная система заменою переменных переходит также 
в полную систему. 

Пусть будут х,==9,(У, У,,.-:, У) (1==1, 2,...,п) — формулы 
замены переменных такие, что можно, обратно, выразить У:, У,,..., У» 
через прежние переменные х,, х,,..., х,. Всякий символ вида 


а 3 
ха. Ни, 


где а,, @.,..., а, суть функции от х,, х.,..., А, переходит в выра- 
жение того же вида 
ы) 


ы +. уу, 


где 2, 6.,..., В, суть функци от у,..., у,; таким образом мы 
имеем тождественно Х(/) == У(/), причем { в левой части обозначает 
какую: нибудь функцию от ху, х.,..., Х» ав 7(/) — ту же функцию, 
выраженную в переменных у:, у.,.. У» "Пусть будет 


Хх, Ф==0,..., Х,(Ю=0 (109) 
полная система. После замены переменных эта система обратится в сле- 
дующую: - И(=0,..., 7, =0, (110) 


гле, принимая во внимание формулы преобразования, имеем тождественно 
ХИЯ = У, (Р. Докажем, что новая система (110) — также полная. 
В. самом деле, так как при всяком виде функции ХЁ мы имеем тожде- 


ственно: 
Хи» — и, Хх, (В) = 7, (У), 
ХХ, (1)] = УХ] = УД (ЛЬ 


то 


И следовательно, 
Хих, 9 — Хх, = УД, УИ. 


Так ках, по пседположению, система (109; — полная, то при всех 
значениях указ телей Ги Ё имеем: 


Х! (Хх, (1 —, [ХЛ =А, -- ... \,Х,(Р; 
после замены переменных мы будем ‘иметь также: 
У [У 1 — УЧ =... + ХУ, 


ге }.,,.., ^, обозначают результаты ззмены в фун-циях }.,..., А, ге 
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ременных х1, х.,...› №, Их выражениями через переменные у;, у,,..., Уи. 
Таким образом новая система (110), действительно, — полная. - 
2. Всякая система, равносильная полной системе, ‘есть такжеёлпол- 
ная система. 
у 


Система г уравнений, линейных и однородных относител: но 3х: 
р 
21 (р =0,..., 2,(/) =0 (109') 


назызается равносильною системе (109), если существует г тождеств. виза: 


_ 2, =А, (Этан, О... НАХ, @=9,..., "), 


где коэфициенты А, суть функции от Хх, Х,,..., ^,, определитель жо- 
пторых не равен нулю. В этом случае можно, обратно, выразить лииёйно 
Х, (Л, --., Х, (4) через 2, (1),..., 2,(Р); отсюда ясен смысл названия: 
равносильная система. Разность 2,[2,(7)] — 2,[2,(7)] можно прэдема- 
вить в виде; 


р р га г 
У Ан Х, | У’ль ^ (Л) — У Аих, |. АХ, (У) } 
#=1 1=1 1=1 й=1 
следовательно, эта разно ть равна сумме членов вида: 
Ан А {х, [^ (7)] = А; [Х, (7)]} + АХ» (А) Х` (7) — АХ, (Аз) Х, (1). 


Если система (109) — полная, то эта разность будзт линейною функциею 
ог Х, (/),..., Х, (У), так ках в:е разности Х, [Х\(1)] — Х(Х,())], по 
предположению, суть линейные функции от Х, (/),..., М, (1). Так как 
обз системы (09) и (109') разносильны, то отсюда следует, что все 
разности 2,[2, (7) —2,{27,(Р)] выгажаются . лянейн». через 2, (Г), 
2, (1), --., 2. 

Очевилно, что всякую полную систему можно заменить бесконечным 
множеством равн ‘сильных ей систем. Полчая система (109') называется. 
якобиевою системою, если все вырзжения Х,[Х, (1)] — Х,[Х, (Ру тож- 
дественно равны нулю. Покажем, что всякая полная система равносильна 
некоторой якобиевой. | | 

Так как, по предположению, г уравнений (109') независимы, то мы мо- 
жем решить эти г уравнений относительно г производных от Д напри- 


9 9 
мер отио:ите“тьно произвотных У, ие У. Тогда мы получим сис'ему 
1 


г 


и и _ 
2, (Л) о би Г" Авиа, | (111) 
ЗЫ 5 : еее. у .. 


у 
= ... --ё — =0, 

2, (Л 3х, бя ии ы. в" дх, ) 
равносильную системе (109) и также полную. Но, если мы составим. вы- 
ражения 2, [2, (/)] — 2% (2,7, то очевидно, что в них войлут только про- 
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у 8 
9’ д, 
— 2,12, (А) 0 не могут быть линейными комбинациями уравнений (111) 
иначе, как в Том случае, если левые части новых ‘уравнений тождествеино 
равны нулю. Следовательно, система (111) — якобиева. 

Отсюда слезует, что всякая полная система частного вида (111) — 
якобиева; но ясно, что якобиева система не должна непременно иметь 
этот виде. | 

3. Всякую полную систему г линейных уравнений с п независи- 
мыми переменными можно свести, интегрируя одно из уравнений 
этой системы, к полной системе гт—1 уравнений с п—1 незаваси- 
мыми переменными. 

Предположим, что мы проинтегрировали одно из уравнений системы, 
например уравнение Х\ (Х) =0; возьмем, как в предыдущем параграфе, 
такую новую систему независимых переменных (у., у,..., У„}, чтобы 
Ух» У» .-., У, были й—| интегралами уравнения А, (}) =0. После 
Замены переменных система (109) обратится в новую полную систему, пер- 


изволдные ‚ и следовательно, новые урав.-2ния 2,[2,(/)| — 


вое уравнеиие которой будет ре —=0. Решая остальные и — 1 угавнен: Й 
° 1 
относите ьно г—1 производных, например относительно производ- 
Й / 
ных —,....—-, Мы должны получить полную систему: 
4. , ЗУ, ) и, у ыы у 
Я: (Л) == =0, 
3: 
3 р Ы 
у. = +45. -—— и — = 
2 (Л) ду 21 ИИ - <, „_, зу, 0, (112) 


Е ВИ ыы о о.. зу, 


_8/. Г) 
а.о 
7 би ду, 1 с, п У, › 
которая имеет частный вид (111) и, следовательно, есть якобкева сис:ема. 
Но мы имезм: 


УИ Уи И... бы, 


97 т зу У У 


так как это выражение должно быть тождественно равно нулю, то отсюла 
следует, что коэфициенты с, новой системы не могут зависеть от пере- 
менного у.. Кроме того, при #>1, &`>1 мы попрежнему имегм тожде- 


ственио: 
7 (У, (91 -— УИ] =0, 
и следовательно, г—1 уравнений 
7 (р=0, 7(=0,..., У, 0)=0 (113) 


образ, ют якобиеву систему г—1 уравнений с п— 1 независимыми пе- 
ременными У., Уз,..., У„, ЧТО и требов‘лось доказать. 

В свою очередь, систему (113) можно привести к полной системе 
г— 2 уравнений с п— 2 незазисимыми переменными и т. д. Поступая 
таким образом, мы приведем данную полную систему к одному линей- 
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ному уравнению с и —7--1 независимыми переменными. Отсюда сле 
дует, что всячая полная система г уравнений с п нгзависимымиа пере- 
менными имеет п— г независимых интегралов, и ее общий интеграл 
есть произвольная функция от этих п—г частных интегралов. 

Из предылущих рассужиений видно Также, кагие интегрирования 
надо выполиить, чтобы получить эти интегралы. Ясно, кроме того, что 
изложенный метод можно применять различным образом. В самом деле, 
мы можем заменигь данную полную систему всякою другою равносиль- 
ною системою и начать с интегрирования какого-нибудь одного из урав- 
нений этой новой системы. Например, если мы заменим полную систему 
якобиевою системою вида (111), то нам уже известны (г —— 1) частных 
интегралов х,,..., х, уравнения 2. (/) =0, и достаточно будет нроин- 
тегрировать систему и—г диференциальных уравнений, чтобы иметь 
общий интеграл За всем, что касается других методов интегрирования 
полных систем, мы отсылаем читателя к специальным курсам. 

ПРИМЕР. Пусть требуется проивтегрировать систему 


Хх = А НЗ + ера + хо АО, 

р у 99 а (4) 
№ (р = %^ + а —х,) 3^ 4 (жуха Е да — д) <— ==0. 

9% 9% 9х 


Составив комбинацию ЛХ! [Хз ({)] — Хз [Х; (/)], мы найдем, что нужно при- 
соединить к двум данным уравнениям новое уравнение 


д у. 
9 + } 4 , 
9х 9х4 
‘полученная система трех уравнений равносильна якобиевой системе: 
9/ д 4 Уи 4 у 
дх, + 08+ 3%). =0, д + №. =20, 9х ме фи (115) 


Следовательно, система (114) имеет только один независимый интеграл. Об- 
щий интеграл последнего уравнения этой системы есть произвольная фувкция 
от 4, ЖИ ! — хжз. Если мы возьмем ‘за независимые переменвые х,, ху, ха 
ий=х, — мх., то каждая функция }(х:, ха, Хз, х) обратится в некоторую 
функцию ф(х1, Хь, Ж, и), и система (115) обратится в систему 

3% 3 9 9 3 
эх, + 3х зи ==0, д, Е = —=0 =0. (116) 


Два первых уравнения (116) образуют новую якобиеву систему лвух 
уравнений с тремя независимыми переменными х;, ха, и. Общий интеграл вто- 
хо 
рого уравнения есть произвольная функция от хи и—5. Возьмем снова за не- 
ха р 
зависимые переменные х;, хо н 9=и— 5); при этом всякая функция (х\ , Хо, и) 
обратится в функцию $ (хи, №, 9), и два первых уравнения примут вид: 


% о № % 
Е ЗА —-=0, — =0. 
9х Вы ди дм 


Общий интеграл первого уравнения есть произвольная функция от 9 — 8; сле- 
довательно, возвращаясь к начальным переменным, мы видим, что общий интег- 
рал системы (114) есть произвольная ф)нкция от 

2 


хо 
м ха -бм, 
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452. Обобщение теории полных иитегралов. Рассмотрим уравнение 


И (1, Хх... м, 2; а а... @,_ 41) ==0, (117) 


п 
определяющее функцию 2 от п независимых переменных х;, х.,..., Хх» 
зависящую, кроме того, от п—г--! произвольных параметров а, 
а.,..., @_,+1- Если мы дадим этим параметрам определенные значе- 
ния, то, исключая эти параметры из соотношения (117) и тех соотноше- 
ний, которые получим, диференцируя соотношение (117): 


зу зу 92 
ая. РР ах, (=1, 2,..., п), (118) 


мы придем, вообще, к г различным соотношениям между 
2, Ау ьььь Хр Вл, ---,› Ри» 


Е (хр ..., Хи» 2, Ру + --, Ра) ==0, Р,=0,..., Е, ==0. (119) 


В частных случаях эгих уравнений может бьть более п. Ограничи- 
ва сь общим случаем, мы, как и выше ($ 444), будем говорить, что 
функция =, определяемая соотношением (117), есть полный интеграл 
системы уравнений в частных производных (119). Покажем, что и здесь, 
зная полный интеграл системы (119), можно найти все ее остальные 
инте ралы. В с:мом деле, так как уравиения (119) получаются от гсклю- 
чения а, а.,..., @,_,.1 Из уравиений (117) и (118), то разыскание 
интеграла, об цего этим г уравнениям (119), приводится к разысканию 
системы функций 2, а,..., а„_,.1 перемеиных х„..., х„, удовлетво- 
ряющих уравнениям (117) и (118). Очевидно, что мы мож.м заменить 
систему от (117) и (118) системою рен (117) и (1.0): 


и 40 и. 46, т Чаи _,.1==0, (120) 


причем мы получим это последнее уравнение, диференцируя уравне- 
ния (117) и принимая во внимание уравнения (118). Уравнениям (117) 
и (120) можно удовлетворить разли“ным образом: 


1. Можно прелположить, что а}, а, ..., @,_,.1-— Постоянные; тогда 
мы получим полный интеграл. 
2. Можно положить 
ди’ ди 
У =0, —0,..., ——=0 
’ за, Зал +1 


Исключая из этих уравнений количества 41, а,,..., @,_„.1, если 
это возможно, мы получим интеграл, не содержащий н!.чего произволь 
ного: этот : нтеграл, как ранее, называется особым интегралом. 


3. Если все коэфициенты зд ® равны одновременно нулю, то суще- 
й 
слвует по крайней мере одно соотношение между иском .ми функциями 


а, а,..., @,_,.1 переменных х; (т. [5$ 52). 
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Презположим, что между этими функциями существует ровно № не- 
зависимых соотношений: 


А (а, @2, ..-› @„_,.1) =0, ...у Л, (ат, а, ...› Чи_,.1)=0.. {121) 


Так как соотношение (120) должно быть следствием соотношений 
4—0 (1=1, 2,..., №), то существуют Ё таких коэфициеитов 
АХ, №...» Ав ЧТО мы имеем тождественно: 


ва .. “На — 1 = +... 1,4, 


@„_ ео 


Это соотношен. е равнссил.но и —г--1 независимым соотношенчям: 


и м У, 

за да, т.» | 
} (122) 

 _ мо | 

да 1 да 


п-т+1 п-—г+1 


Исключая из уразнений (117), (121) и (122) кол чества 


21, @,..-., Чл» М» Мея Ав 


мы придем, вообще, к одному соотношению между ху, х.,..., д, и’ 
и, следовательно, к интегралу, общему для всех уравнений (119) и за- 
висящему от вида вы”ранных произвольных функций Л,..., Л. Сово- 
купность таких интегралов, которую получим, изм.няя число # от 1 до 
п—ги беря произвольно функции д, №,..., /ь, составляет общий 
интеграл системы (119). Заметим, что мы получим полный интеграл, 
полагая = — г-- 1. 

Если г==1, то системя (118) с-о:и:ся только к одному уравнению. 

Обратно, если дано. какое-нибудь уравнение первого порядка 
Р(х» 2; р)==0, то из общих теоргм существования следует, что оно 
всегда имеет бесконечное множество интегралов, зависящих от любого 
числа произвольных параметров, и следовательно, бесконечное множество 
полных интегралов. Предыдущий метол, представляющий обобщение ме- 
тода, изложенного в $ 444, позволяет найти все интегралы уравнения 
Е==0, когда известен полный интеграл. 

Если г>1, то система (119), получающаяся изложенным выше обра- 
зом из уравнения (117), не есть наиболее общая система г уравнений 
первого порядка с одною неизвестною функциею, так как такая система 
в общем случае может и не иметь интегралов. В следующих параграфах 
мы покажем, как можно узнать, совместима ли такая система, и как 
найти ее интегралы, если они существуют. 

453. Системы в инволюции. Пусть будет 


Е; (х, Х,..., м Ру, В»... РА =0, Р,=0,..., В, ==0, (123) 


система г уравнений в частных производных первого порядка, не содер- 
жащих неизвестной функции .2; прнемом, которым мы ‘пользовались 
в $ 437, всегда можно привести общий случай к этому частному. Фа ыс- 
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кание интеграла, общего г уравнениям (123), равносильно следующей 
задаче: найти п функций р, ==) С, ...› Ма), Удовлетворяющих соот- 
р; ЭРь 
ах, 8%,” 

Если известнЯ система п функций $,(х,,..., ^„), удовлетворяющих 
этим условиям, то мы найдем из нее квадратурами интеграл уравнений (123), 
зависящий от произвольного постоянного. 

Пусть будут Ри Н две каких-нибудь функции 28 переменных Хь 
Рь; положим ($ 443) 


9Е эН оНэЕ 
(,в= ини 


‘ношениям (123) и условиям — 


‚ где выражение (Р, М) есть скобка Пуассона. Докажем следующее пред- 
ложение: если два уравнения Р=о, Н=0 имеют общий для них 
обоих интеграл, то этот интеграл удовлетворяет также уравне- 
нию (Е, Н)=0. 

В самом деле, предположим, что р:, р.»,..., Р, суть функции п 
переменных №1, ..., Х„, удовлетворяющие двум уравнениям Р=0, Н = 0 


и условиям и 1. — а. Диференцируя соотношение Е=0 по х„ по- 
ых й 
лучим: п 
УЕ, 
2: — дрь ах, ' 


эН 
умножая это уравнение на ри складывая все аналогичные уравнения, 
, | 
будем иметь: 


= 
ино 


Переставляя буквы Ри Н и замечая, что в двойной сумме можно 
еще переставить указатели ти Е, получим: 
п й=л 


ЗЕ ит Уи эР эН др: _ 
ых, др, 9р, Эр, 9х, 
{= 


Вычитая почленно оба полученных равенства, будем иметь: 


п 
эРаН (эр; _ вр 
(Е, Н, уу" (1 + к) =0. (121) 
ы арьзр, \ хь 8х, 
=1#=1 
Если р...., р, суть частные производные от одной и той же 
функции, то, каковы бы ии были [чм А, имеем т == ‚ и следова- 
ь 1 


тельнб, должно быть: {Р, Н) =0. 
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Это прелложение содержит как частиый случай доказанное ‘выше 
предложение {$ 451) для уравнений линейных и‘одноролных относительно 
ВР» ›-.› Ри» И Из него можно вывести аналогичные следствия. В самом 
деле, мы видим, что всякий интеграл уравнений {123} есть также иите- 
грал всех уравнений (Р., Рз) == 0, которые можно составить, комбинируя 
попарно уравнения {123). Следовательно, к данной системе, можно при- 
соединить те из числа этих уравнений, которые образуют с данными 
уравнениями систему независимых уравиеинй. Повторяя эти операции до- 
статочное число раз, мы придем или к системе независимых уравнений, 
число которых болыше и и которые, следовательно, вообще, не имеют 
интегралов, или к такой системе т уравнений (т = п’, что все уравне- 
ния (Р., Ев) = 0 удовлетворяются тождественно или будут алгебраиче- 
скими следствиями предыдущих уравнений. 

Такие системы аналогичны полным системам. При этом всегда можио 
или убедиться, что данные уравнения иесовместимы, или притти к’ такой 
системе, в которой все скобки (Р., В тождественно равны нулю. В са- 
мом деле, предположим, что мы решили г уравнений (123) относительно г 
из переменных р,,..., р»; это всегда возможно, так как в противном 
случае, исключая р,,..., р, из этих г уравнений, мы пришли бы к со- 
отношению между переменными х,,..., х„ и очевидно, что данная 
система была бы несовместима. Пусть будет 


Ру —л (Ри +т» ...у Ри: Ат, озу х,) = 0, ...,у р, — Л.С. . .)=0 {125) 
полученная, таким образом, равноситьная система. Скобки 
Ра — Рв —л) 


не содержат ии одно:о из переменных р1,..., р‚„; следовательно, урав- 
нения, Которые мы получим, приравнивая эти скобки нулю, не могут 
быть следствиями первых и представляют новые уравнения, если только 
эти скобки ие равны нулю тождественно. 

Решая эти новые уравнения относительно некоторых из количеств 
Р;‚+1» +, Ви И продолжая те же операции, мы, наконец, или убедимся 
в невозможности задачи, или придем к такой системе т уравнений пер- 
вого порядка (т = п) 


п? 


Е==0,..., Р.=0, (126) 


что все скобки (Р., В) тождественно равны нулю. Такие системы, ана- 
логичные якобиевым линейным системам, называютея системами 
8 инволюции. Следовательно, ‘разыскание интегралов данной системы 
уравнений первого порядка приводится к интегрированию системы 
в иИНвоЛюцЦии. ^ у * . . 

Если т==и, то это интегрирование выполняется непосредственио, 
как это вытекает из следующей теоремы: пусть будут Е, Ё,,..., Р, 
такие функции 2п переменных Хх» р,, что все скобки (Р, Е)) тожде- 

В ри, ..., В») 


не 
Б(рл, ..., Ры 


ственно равны ‘нулю, и определитель Якоби А== 
равен нулю. Если мы разрешим п уравнений 


Ва, В-а,..., Ра (127) 
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гд. а, а.,...,‚а„— произвольные постоянные, относительно ру, Рз,... Ри 
и вставим полученные выражения в рах--...--р,Ах,, то это 
выражение будет точным диференциалом. 

В самом деле, мы будем иметь, по предположению: 


(Р.—а,, В — аз) ==(Р,, В) =0; 


Тогда, как мы видели выше, и функций р., р.,..., р, переменных х., 


ХХ»... №, определяемые `л уравнениями (127), должны удовлетворять 
всем уравиениям 
1=ЁЁ=П 


ЭР. эВ [Эрь ар 
6] =0 (а, В=1,2,..., п). 
у У 9р; 9р, (= 9х, (а, в п) 


1=1А 


Возьмем п соотиошений этого рода, в которых указатель В имеет 
одно и ТО же значение, их можно представать в виде: 


д) Ев (№: и) —0 
Эр, 2 др, 9х, 9х,/  ° 
м 


Если мы примем за неизвестные п выраженил 


1=1 


у Зрь м) 
р 9х, 


то определитель, составленный из коэфициентов при этих неизвестных, 
есть не что ииое, как определитель А, который, по предположению, не 
равен тождественно нулю. Следовательно, при всяких Ё и 8 должно 
быть: 


Взяв л уравнений этого вида, в которых указатель { имеет определен- 


9 9 
ное значение, мы точно так же докажем, что УР: — ЧР, следовательно, 
9х 9%, 
теорема доказана. 
Функция 


2=Ф(х, Мм @1у чу @„ +1) = 


где @,,1— новое произвольное постоянное, представляет общий инте- 
грал системы в инволюции (127). Если мы дадим г постоянным опреде- 
ленные значения, оставляя остальные постоянные а,,1,-.., @,.1 произ 
вольными, то формула (128) представит полиый интеграл системы 
в инволюции, состоящей из г первых уравнений (127). Это — настоящий 
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полный интеграл, так как, по самому способу определения функции Ф, 
уравнения 


образуют систему, равносильную системе (127), и очевидно, что един- 

ственные независимые соотношения, не содержащие а,,..,. ., а,, кото- 

рые можно отсюда получить, суть г первых уравнений этой системы. 
4514. Метод Якоби. Если дана система в инволюции, состоящая из г 


уравнений (г< п): 
Е +. ., А Рь--.Р)=а,..., В, (Хрь..., Ра) ==а»„ (129 
где постоянные @,..., @, имеют определенные значения, то, чтобы 


получить полный интеграл этой системы, достаточно присоединить 
к ней и— таких новых функций Р,..,..., Р„ Чтобы определитель 


(Е, ..., Р,) 
Я био 
ко РВ, ..., м) 


Е =@,..., Р,=а,„, 


не был равен нулю, и чтобы новая система 


Е 


‚41а Е,—а, (130). 


7419 ***з 
была сама в инволюции. В самом деле, мы только что видели, что 
общий интеграл этой системы (130) есть полный интеграл системы {129). 
Если г==1, то этот метод представляет не что иное, как распростране- 
ние метола Лагранжа и Шарпи на уравнение с л переменными. 

Метод Якоби решения этой задачи основан на применении замеча- 
тельного тождества, данного Пуассоном. Пусть будут /, $, Ф три произ- 
вольные функции от 2л переменных х„ р; мы имеем тождественно: 


В самом деле, кажтый член левой части есть произведение частной 
производной второго Порядка ва две частных производных первого по. 
рядка. Следовательно, чтобы доказать, что левая часть равна нулю, до- 
статочно показать, что она не содержит ни одной производной второго. 
порядка, например от функции Х, так как три функции 7, $, Ф входят 
симметрично. Члены, содержащие производные второго порядка от /, мо- 
гут происходить только от 


Заметим, что (ф, Л) и ($, Г) суть линейные и однородные выражения 
относительно производных от / поэтому, если мы положим 


, Л=х(, (Ф, ==, 
то ‘предыдущее выражение можно представить в виде: 
7[х(]-- ХУ. 


а мы видели ($ 450), что такое выражение ие содержит ни одной про- 
хизводной второго порядка от /. Отсюда следует, что все члены левой 
части формулы (131) попарно уничтожаются. 
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Чтобы проинтегрировать систему в инвояюции (129), найдем сначала 
функцию, отличную от ЁР,..., Ё, и удовлетворяющую г линейным и 
однородным уравнениям относительно производных от неизвестной функ- 
ции Ф 


(2), Ф)=0, (Рь, Ф)=0,... , (Е» Ф) =0 (132) 


Эти ' уравнений образуют якобиелу систему. В самом деле, поло- 
жим Х(Ф) =(ЁЕ, Ф); так как (Р, Е.) ==0, то тождество Пуассона 


(Е, В), $) + (Е, ФУ, Е) (Ф, Е), В) =0 


принимает здесь вид: 


Х, (Х, (Ф)) — Х, (Х,(Ф))=0. 


Пусть будег ЁР,,: интеграл этой якобиевой системы, образующий 
с функциями Р,..., В, систему независимых функций переменных 
Р»---› Ри; Ищем затем интеграл новой системы (7-1). уравнений: 

(Е, Ф)=0,..., (Ё,.., Ф) =0, 


+1, 


который, как функция от р, был бы независим от Ё.,..., Р,.1. Эта 
система будет также якобиевою, так как Ё..., есть интеграл системы (132). 
Поступая, таким образом, далее, мы, наконец, найдем интеграл последней 


якобиевой системы: 


(Е, $)=0,..., (Ель Ф)==0. 


После этого, как мы это видели выше, полный интеграл данной сие- 
темы получится квадратурами. 
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455 Исключение произвольных функций. Изучение уравнений в част- 
ных производных первого порядка с одною неизвестною функциею при- 
вело иас к следующим заключениям: 1) интегрирование такого уравнения 
приводится к интегрированию системы обыкновенных диференциальных 
уравиений; 2) все интегралы уравнения представляются одною или не- 
сколькими системамн формул, в которые входят явно одна или несколько 
произвольных функций и их производные. 

Эти свойства, вообще, не распространяются на уравнения с частными 
производными порядков выше первого. В обще1 случае задачу интегри- 
рования такого уравнения нельзя привести к интегрированию системы. 
обыкновенных диференциальных уравнений. Хотя и нетрудно обобщить 
метод исключения произвольных функций, приводящий к уравнению 
в частных производных первого порядка (5 439 и 444), но уравнения 
высших порядков, которые мы, таким образом, получаем, представляют 
лишь весьма частный вид таких уравнений. Так, мы видели, что мы будем 
иметь общий интеграл линейного уравнения с двумя независимыми пере- 
меиными Рр + 9д==Ю, соединяя по произвольному закону линии неко- 
торой конгруэнции. Возьмем теперь семейство линий Г, зависящих от 
п +-1 произвольных параметров а, а„,..., а,.; >|: 


Е(х, у, г, а.,..., @„.1)=0, Ф(х, у, г, а.,..-, а,1}==0; (133) 
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если мы установим между этими л--1 параметрами л произвольных 
соотношений, то мы получим совокупность линий Г, зависящих. уже 
только от одного параметра. Эти лииии образуют иекоторую поверхность $5, 
и все’ эти поверхности 5, каковы бы ни были п взятых соотношений 
между л--1 параметрами, . удовлетворяют одному и тому. же уравнеиию 
в ‘частных производных я-го порядка, которое называется уравнением 
в частных производных семейства поверхностей 5. Чтобы доказать это 
предложение, заметим, что вместо того, чтобы устанавливать м соотноше- 
ний между параметрами а, можно взять эти параметры как произволь- 
ные функции а,(\) вспомогательного переменного \, что то же самое. 
Тогла уравнения. (138) определят две неявные функции 2=/(х, у), 
=4(х, У), и надо показать, что функция 2==/(х, У) удовлетворяет 
уравнению в частных производных 7-го порядка, не зависящему от вида 
произвольных функций а,()). Диференцируя первое из уравнений (133) 
по х иу, мы получим два соотношения: 


Е ЗЕ у Е, 
[а Над ны | Кб, 
ЕР ЭР Ре, А ., | 
На + [а 4) и ы | 0: 


`отсюда имеем: 


РЕ 
№ _% 32 
ЕТ 

9х 32 


Из второго уравнения (133) мы получим подобиое же выражение 
} ‚ | 
для отношения г которое можно вывести из предыдущего, замещая 


х 
нем Р через Ф. Приравнивая между собой эти два выражения, мы 
присоединим к двум уравнениям (138) еще одно уравиение, содержащее 
х, У, 2, р, 9, а, а, .-., Я 1: 


4. (% У, 2, р, `9, а, а,, =.., а.) ==0. (184) 


Поступая с этим новым уравнением так же, как с уравнением Р==0, 
мы выведем из него выражение =”, зависящее: от х, у, 2, р, 4, г, $, Ь 


* +, 
\, 

)” Одиому из 

х - 

двух прежних значений, мы придем к новому соотношению, содержащему 


производные второго порядка от 2: 


ЧФ, (х, У, 2, р, 4, г, $, Ь а, @»..., @и.1) ==0. (135) 


а,..., @,.1: приравиивая найденное значение отношения 


После я таких операций мы присоединим к системе (133) систему п 
уравнений, содержащих 4., @.,..., @.1, х, У, 2 и производные от. 2 
до п-го порядка. Исключая из этих и--2 уравнений функции 
18 э. Гурса, т. И ч. 2. ° 
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а, а, ---, @и.1» Мы придем, вообще, к одному и только к одному урав- 
нению между х, у, 2 и частными производными от 2 до л-то порядка. 
Это и есть уравнение в частных производных тех поверхностей, кото- 
рые образованы линиями Г. 


ПРИМЕРЫ. 1. Если линии Г суть прямые, параллельные плоскости ху, то 
уравнения (133) 6, дут: 
° 2—=а, у—азх- аз. 


Применяя общий метод, предположим, чго а, аз, аз суть функции параметра ). 
О О 


. ) | 
'Из двух предыдущих соотношений мы получим для отношения гй значения ^. 
. 9 
х 
и — 42; отсюда имеем: 


р 
—-а=0.. 
9‘? 
Диференцируя это соотношение по х и уи разделив почленно, будем иметь: 
^, — РЕ — 9$ 
, 28—97” 
^ 


р 


Приравнивая это значение отношения —, найденному ранее значению <’ 


мы придем к уравнению в частных производных линейчатых поверхностей, име- - 
‚ ющих плоскость хОу направляющею плоскостью: ° 
427 — 2раз + рё=0. 
2. Предположим, что линии Г суть произвольные прямые. `В этом случае 
уравиения {133) можво представить в виде: 
х=а:2--а, У-—аз2-| ав. 


Применяя общий метод, получим последовательно: 
: 
аа 9—1 а 
л, @р—1 азр  @3’ 


л следовательно, а:р -Ё аз — 1==0. Из этого уравнения имеем: 
г 


^, __ 44$ | 4% _ _ @ 
д, @и+ аз — аз’ 
или 
ар + 2а:аз; аз = 0. А) 
В свою очередь, последнее уравнение лает: 
Л) _ арри + 2алазри -- азра а, р 9+2 
т — И о; й — , 
д. аРрю + 2аазри + а?ра 23’ ^"  дхдуй 


или, освобождаясь от знаменателей: 


абрзо + ЗаРазри -- Зала? раз + ар ==0. (В} 


- а 
Исключая из соотношений (А) и (В) отношение 2» мы получим общее урав- 

В . 3 
нение в частных производных линейчатых поверхностей. Мы видим, что это 
уравнение содержит только производные второго и третьего порядков; из самого 
способа. получения этого уравнения следует, что в каждой точке поверхности одна 
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из асимптотических касательных имеет с поверхностью прикосновение третьего 


порядка (т. 1, $ 213). 
3. Рассмотрим плоские кривые `Т, представляемые уравнениями: 


= (х, У, а, ...; ап), У= @п- 1. 


Вместо того чтобы применять общий мётод, предположим, что а, аь..., ав 
суть функции последнего параметра 4„.:. Поверхность $, образованная этими 
кривыми Г, имеет уравнение: 


2-х, у, $4 (У), --- › Фа (У, 


где $, ..., Фи суть произвольные функции от у. Исключая эти п функций из 
= 0922 д 2 


предыдущего соотношения и соотношений, онределяющих —, —,..., =“, мы 
9х 9х2 дхл . 
придем к уравнению в частных производных л-го порядка: 
972 Е (ху 92 1—1 (136) 
= э о инииы 
дхп Эх’ *дхи-+/? . 


в которое входят производные только относительно х. 

Обратно, всякое уравнение в частных производных такого вида можно интег- 
рировать, как обыкновенное диференциальное уравнение, содержащее у как па- 
раметр. Если 2=/(х, у, Сь Са, ..., Си)есть общий интеграл этого диференциаль- 
ного уравнения, то нужно только заменить в вем С,’ С.,..., Си произвольными 
функциями от у, чтобы иметь общий интеграл того же уравнения, рассма- 

. триваемого как уравнение в частных производных с двумя независимыми пере- 
менными хи у. 


Как было показано выше, мы получаем общий интеграл всякого урав- 
нения с частными производными первого порядка с-двумя независимыми 
переменными, беря огибающую семейства поверхностей, зависящих от 
двух параметров, когла между этими параметрами установлено произ-- 
вольное соотношение ($ 444). Чтобы обобщить этот результат, рассмо- 
трим семейство поверхностей Х, зависящих от п-1--1 параметров (>|: 


Е(х, у, 2, а, а, ..-, а, .1)==0. (137) 


Еслн мы установим между этимн и-|-1 параметрами я произвольных 
соотношений, или, что то же, заменим 4., а,,..., а,,; произвольными 
функциями вспомогательного перемениого }, то мы получим семейство по- 
верхностей У, зависящих только от одного параметра. Огибающая этого 
семейства поверхностей есть некоторая поверхность 5, удовлетворяющая 
уравнению в частных производиых я-го порядка, не зависящему от вида 
произвольных функций а,(\). Мы могли бы получить уравнение этой 
поверхности, исключая \ из обоих уравнений (137) и (138): 


ег, ЗЕ 
ти Ра 


а 1 () = 0. (138) 
+1 | 

Но эти два уравнения можно также рассматривать как определяю- 
щие две функции 2==/(х, у), \=$(х, У) двух независимых перемен- 
ных х и у. Частные производные ри 4 определяются двумя уравне- 
ниями (т. Т, 8 39): 


28 а, р ЭР, 88 


9х зар ‚ зу [= 9==0.. (139) 


18* 
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Применяя к этой системе (139) тот же метол, как к системе (133), 
мы можем присоединить к ней последовательно п— 1 новых соотно- 
шений между ‘а, а, :..,@,.1, Х, у, 2 и частными производными от 2 
порядков 2, 3,..., п. Исключая из этих п—1 уравнений и ‘уравне- 
ний (137) и (139) функции а, @,,..., а.) мы придем, вообще, 
только к`одному соотношению, не зависящему от а, а.,..-,@. 1, В 
которое войдут х, у, 2 и частные производные от 2 до я-го порядка. 

ПРИМЕР. Если поверхность У есть плоскость, то мы получим уравнение 
развертывающихся поверхностей 52 — 7#{ =0. Если поверхность У есть шар с по- 
стоянным радиусом Ю, то уравнения (137, и (139) будут: | 

1х — а + (у— а) (2 — а}? — № -=0, } (140) 
хи (2—8) р=0, у—а + (2 — а) 9—0. 

Предположим, что @:, аэ, аз суть функции параметра ); приравнивая между 
собою значения отношения Ух, выведенные из двух последних уравнений (140),. 
мы придем к соотношению: 

(78 — 52) (2 — аз) + [а - 2) Е- (+ 9) 7— 2р9$(2 — аз) + 1- 2-9 =0. (141) 


Мы получим искомое уравнение, исключая 41, 40, @з из соотношений (140) и 
(141). Из первого имеем: 
Ю 


==. 

У 1+ +9? 

и, замеияя в (141) 2— аз найденным значением, мы придем к уравнению в част- 
ных производных Новерхностей каналов: - 


(И — $) Ка + [а + Е + 1 9)" — 2р9з] ВУ 1+ ++ 
+ (1 98 + 92) =0. (142) 
Геометрический смысл этого уравнения ясен: именно, оно выражает, что один 
мз главных радиусов кривизны поверхности равен А (т. 1, $ 236). 


Примечание. Если дана функция нескольких переменных, зависящая от одной или не- 
«кольких произвольных функций, то не всегда возможно, как это было в двух рассмотрен- 
ных здесь случаях, вывести соотношение, # притом только одно, между независимыми перемен- 
ными, функцнею 2 и ее частными производными до некоторого порядка так, чтобы это соотноше- 
ние ие зависело от вида произвольных функций. Рассмотрим, напрнмер, функцию 2 = 2 (х, у, Х, У), 
где Ё есть определенная функция четырех аргументов х, у. Х, У, причем Х н У суть про- 
„извольные функции, соответственно, переменного х и переменного у. Пять производных р, 4, г, 5, 
„первого и второго порядка зависят от Х, Х', Х", У, У', У»н вообще, нельзя исключить этн шесть 
количеств из шести уравнений. Еслн же мы дойдем до произволных гретьего порядка. то будем 
иметь всего десять соотношений, солержаших восемь переменных Х, Х', Х", Х'""', у; у, У’, У", и 
исключение приведет к системе двух уравнений третьего порядка *. . 


456. Общая теорема существования. Доказательство, данное для 
системы уравнений в частных производных первого порядка ($ 386), легко 
распространить на более общие. системы нормального вида, исследован- 
ные Софьей Ковалевскою **: 


9721 
9х” 
г: 
932. 
ах? 


2 — аз — 


==Р; (^1, Ха). Ма 1,2 20+: В+ + 


п 


== АР, (Жь Ма.) Мн Вр бу --., 2 + 


), 

-), (143} 

9’р 2р и 
ах ’р 


‚эх С ЗИ ЗО ЗК ых . . о 


| 
— А, (м, Х,---, Хи 1 2+» 2» - ), | 
+ См. Эрмнт, .Сошг$ 4’Апаузе, стр. 215—229 {(Ецухгез, 1. П, 1908, стр. 301—515). 
%** Лоигнай 4е Стеце, т. .ХХХ. В своем доказательстве Ковалевская приводит общий случай 
к случаю линейной системы первого порядка, но достаточно привести общий случай к случаю 
произвольной системы первого порядка. . 
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где правые части содержат независимые переменные х;, х,,..., х,, 
неизвестные функции 2,,..., 2,, частные производные от 2, не выше 
порядка г, включительно, частные производные от 2, не выше по- 
рядка 7,,... И Т. д.; сверх того, ни одна из производных 


г г г 
92 432. 9722 


дж” дхп’`” 


°? 9Х’Р 
не входит в функции Р,. 
Общая теорема выражается слелующим образом: 


Рассматривая входящие в функции Р, количества х., ХМ 
аи. ад, 


21 20, -.-, @ как независимые переменные, возьмем 


2’ дхиджея. . „дж 
какую-нибудь систему значений этих переменных 
ат, аз, ..., @, бл, 6, -.-, 6, бр зааь --., вв 
в области которой функции Е, были бы голоморфны. 
С другой стороны, пусть будут 


фи, У, Ч»... ФИТЬ | 
2 т—1 
Фе», фо, Ф., --., $, ‚ (144) 


Фр» Фр, Фр нь- » ФИР-, } 


функции п —1 переменных Х., Аз, .--, Ми», Правильные в области точ- 
ки а.,..., а, ий такие, чтобы было: ` 
+... < © 
р ИИ 
9х... дх в В: 
® 


фи==6, 


прё х.==0:,..., Х.==а,. Тогда уравнения (143) имеют систему 
интегралов, и притом единственную, голоморфных в области точки 
(а, а, ..., а.) и таких, что при х,=а, будет: 
92 9—2, : 
— т и! — юп- — 
= ф» == 9;,..., о == (1=12,..., р). 
х 1 дх47-1 


Чтобы доказать эту теорему, заметим прежде всего, что из уравне- 
ний (143) и из трех уравнений, которые получим диференцируя урав- 
нения (143), мы можем выразить все частные производные от неизвест: 


ных функций через независимые переменные, неизвестные функции и 
` 94 +. а2, ^ 
их частиые производные ——— 

9х“... дхтп 


меньше числа г’, при #==2,..., меньше числа г, при {==р. В этом 
можно убедиться последовательно, также как в $ 386. Но из началь- 
ных условий непосредственно известны числовые значения при х, =а,... 
..., ХЕ а, Тех производных, через которые выражаются все 
остальные. ‘Следовательно, мы можем посредством только сложений и 
умножений выразить коэфициенты разложеиий в’целые ряды ‘интегралов. 


‚ где а, меньше числа г, при {=1, 
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существование которых мы хотим показать, через коэфициенты разло- 
жений функции Р, и функций, данных в таблице (144). | 

Чтобы докончить доказательство, остается только показать, что 
получающиеся таким образом целые ряды — сходящиеся, если только 
модули разностей х, — а, достаточио малы. Выше ($ 383) мы доказали 
сходимость таких рядов для случая, когда все числа г., х,,..., г, равны 
единице. Мы приведем общий случай к этому частному, принимая за 
неизвестные не только самые функции 2,,..., 2» но и частные про- 
изводные от каждой функции 2, до порядка г’,—1 включительно‘ 
(1—1, 2,..., р). Положим: 


уиНы-.- Нд ‹ 
А —-2' 7 —-& 
9х 9х... дла аа... би 0,0,... 077 
® 


Правые части уравнений (143) содержат переменные х:,..., х„ 
функции 2,,..., 2„ новые неизвестные 24, и,...,„ И некоторые про. 
нзводные первого порядка от этих новых неизвестных. Но, по предполо- 
жению, правые части уравнений (143) не содержат производных от 2, 
по`х, парядка выше г, — 1, следовательно, производные порядка г, от функ- 
ции 2, которые могут входить в эти правые части, отличны от про- 
изводной 2 2; поэтому по крайней мере одио из чисел 


г» 0,...,0 
а, а.,..., а, отлично от нуля. Если, например, а, >> 0, то можно заменить 
де. 
21 через 924,1, 2...) бп 
2, 9.,..-, бп 9х, 


при а а, -|-...+а„==г,. Следовательно, мы можем представить дан- 
ные уравнения (143) в равносильном виде: 


д. 
92, —1.0,.:., 0 


ох —=Ф(х.,..., ми 2, .-., 2 
1 


2 ....) (145) 


2 `` бар. ба 


(. чан ”, „Ча, 2). 


причем правые части уравнений (145) содержат только независимые 
переменные, неизвестные и некоторые из частных производных первого 
порядка, взятых относительно одного из переменных х.,..., Х,. К урав- 
нениям (145) должно присоединить еще уравнения, определяющие про- 
изводные по х; от тех новых неизвестных функций 2. ан... ав’ ОТ КО- 
торых производные по х, еще вне были даны. Если ата, --.. 
... +4, =и,— 2, то иепосредственно имеем: 
д.27 


а, +1, 0%, .-., бп 1 . (146) 
2 , 
) , о, ..., ба 


так как здесь а 1 +а,--...а,=<и,— 1, то правая часть сама 
представляет одну из введенных иеизвестных функций. Если же 


аа, --...-На,==7,— 1, 


то мы должны предположить, что @<.’‚,—1, так как. для случая 
@, =г,—1 мы уже имеем уравнение (145); следовательно, по крайией 
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мере одно из чисел @,,..., @, будет отлично от нуля. Если, напри- 
мер, а, >0, то мы имеем: 
1 г 
92, Я, ... ав бат, —1,. [23 (147) 
9х. 9х. 


и правая часть есть. производная по х, от ‘одиой из вспомогательных 
неизвестных функций. Уравнения (145), (146), (147) образуют нормаль- 
ную систему уравнений первого порядка. Начальиые условия, которым 
‘лолжны удовлетворять интегралы этой новой системы, непосредственно 
вытекают из начальных условий, наложенных на первоначальную систему 
(143) в связи с функциями (144), и ясно, что целые ряды, получаю- 
щиеся для интегралов 2,, 2.,..., 2, новой системы, будут тождественны 
< целыми рядами, получающимися длЯ интегралов даиной системы. Сле- 
довательно, эти ряды — сходящиеся в области точки (а, а.,..., @,) 
{см. 5 386). 


Например, уравнение второго порядка 7=(х, у, 2, р, 4, $, Ё можио заме- 
вить системою трех уни первого порядка нормального вида: 


92 __ др 34\ 94 _3р 
> в ,), 9х 9. 


92 
Если при х = хо должно быть 2 —$ (у), = ф (у), то` интегралы вспомога- 


тельной системы должны обращаться при х=хьу, соответственно, в ‚функции 


$ (5), $0), 2.0). 


Эта общая теорема не дает ответа на все вопросы, которые можно 
предложить относительно существования интегралов произвольной сис- 
темы уравнений в частных производных. так как`она применима только 
к системам рассмотренного иормал: ного вида. Что касается самых об- 
щих систем, тр им посвящено весьма много работ, из которых болке 
новые, прииадлежащие Трессу (Тгеззе\, Рикье (К!ашег), Делассю (Бо1аз- 
$45), привели к общему решению следующего вопроса: дана система и 
уравнения в частных производных любого порядка © любым числом незави- 
симых переменных и неизвестных фуикций; найти, имеет ли эта система ин- 
т гралы, и в случае утвердительного ответа выяснить, от каких произ- 
вольных и постояниых или фуикций эти интегралы зависят *. ` 

° Исследования этих ученых показывают, ч!о всякое уравиение в част- 
ных производных любого порядка, левая часть которого есть аналити- 
ческая функция входящих в нее аргументов, имеет бесконечиое миожество 
аиалитических интегралов, ‘но мы ие можем, ‘вообще, утверждать, как 
для обыжновенных диференциальных уравнений ($5 387), что все его 
ингегралы суть аналитические функции независимых переменных. Выше мы 
уже видели ($ 447, выноска) что это не вери» даже для уравнения 
первого, порядка. Впрочем, в последнем нетрудно убедиться и из эле-. 
ментарног.› примера, представляемого урзвнением р==0, общий иитеграл 
которого есть совершенно произвольная функцияот у. 


д. 


# Исследования `Рикье собраны им в его сочннении „биг 1ез 3152тез 4’6аиаиопз аи“ ‘аё- 
П\6ез рагиеев (1910). 
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Метод исчисления пределов непримеиим к неаналитическим уравне- 
ииям. Рассмотрим, иапример, уравиение 


р-- аль, у=0, (148} 


где /(х, у) есть’ функция непрерывная, но ие аналитическая, удовлетво- 
ряющая условию Липшица относительно перемениого у. Выше было 
доказано ($ 388—391), что при этом диференциальное уравнение харак- 
теристик 


ау _ 


имеет бесконечное множество иитегралов, зависящих от произвольного 
параметра С. Но, чтобы заключить отсюда, как это было слелано в $5 392, 
что существует интеграл уравиения (148), следовало бы прежде доказать, 
что все интегралы уравнения (149) определяются соотношением ф (х, у) = С, 
где функция $‹ имеет иепрерывные производные первого порядка. Мы 
зозвратимся к этому вопросу в. следующем: томе. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Пусть задана система трех взаимно перпендикулярных осей ОХ, ОУ, ОЁ в 
прямая А в. плоскости ХУ, параллельная ОХ. Из: некоторой точки М простран- 
<тва опускается перпендикуляр МР на А и перпендикуляр МО на ОР. Соста- 
вить общее уравнение тех поверхностей $, у’ которых касательные плоскости 
в любой точке М проходили бы через середину соответствующего отрезка РО. 

Найти также уравнения тех поверхностей 5, касательные плоскости в любой 
точке М которых будут параллельны соответствующему отрезку РО, и доказать, 
что существует бесчисленное множество (зависящее от двух ‚произвольных пара- 
`метров) развертывающихся поверхностей требуемого вида. 

2, Найти общее уравнение поверхностей, пересекающих ортогонально шары, 
представляемые уравнением: о. 


ау 2аг =0, 


гле д — переменный параметр. 

Вывести из полученного результата несколько тройных ортогональных систем 

поверхностей. | 

. ‘3. Найти ураввение в частных производных поверхностей, описываемых по- 
движною прямою, пересекающею данную прямую под ланным углом. Проинтегри- 
ровать полученное уравнение. . 

4. Дана плоскость Р и точка О на этой плоскостн; иайти общее уравнение 
всех поверхностей, имеющих то свойство, что если через каждую точку т 
одной нз них мы проведем нормаль ти, перееекающую плоскость Р в точке п, и 
еще проведем перпендикуляр прок этой плоскости, то площадь треугольника Опр 
будет равна данному постоянному. 

5. Та же задача при условин, что угол лОр — постоянный. 

6. Найти все поверхности, удовлетворяющие условию: 


Ор-тп== \Отв, 


где »— данное ‘постоянное, О — начало’ координат, 1 — какая-нибудь точка на 
одной из этих поверхностей, р — основание ' перпендикуляра, ’опушенного из О 
иа касательную плоскость. в. точке т, и.н — след нормали‘ на плоскости хОу. . 

7. Найти общее уравненне такнх поверхиостей, что если через точку т 
одной из них провести нормаль шли до пересечення с плоскостью хОу, то длина 
тп будет равиа расстоянию Оп. . 
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8. Найти интегральные поверхности уравнения 
ху р - худ == 2 (ха + у). 


Определить произвольную функцию таким ‚образом, чтобы характерибтики» 
образовали семейство аснмптотических лниий интегральных поверхностей, и найти. 
ортогональные траектории полученных поверхностей. 

9. Дано семейство кривых двойной кривизны (Г): 


28 - 2у2—а2, 2 --у- 28—62, 


где аи В — переменные параметры. 

1° Доказать, что эти кривые суть ортогональные траектории „иекоторого- 
семейства поверхностей ($), зависящих от одного параметра. 

2° Найзви линни кривизны этих поверхностей (5).. 

5° Показать, что эти поверхности входят в состав тройной ортогональной: 
системы, и найти два другие семейства этой системы. 

10. Составить уравнение в частных производных, имеющее полный интеграл. 
у? (х2 — а) =(2- 8), и проинтегрировать это уравненне. | 

11. Найти такие поверхности, чтобы отрезок тп нормали, заключенный, 
между поверхностью и точкою п пересечения нормали с данною плоскостью Р,. 
проектировался на эту плоскость огрезком постоянной длины. 

12. Пусть будет п точка, в которой нормаль в точке т к поверхности пере- 
секает плоскость хОу. Найти такие поверхности, чтобы прямая Оп была 
параллельна касательной плоскости в точке т: 

13. Найти поверхности, пересекающие под данным углом У все плоскости, 
проходящие через данную прямую. Показать, что характеристики суть линин 
кривизны нитегральных ‘поверхностей. 

14. Показать, что интегральные кривые уравнения в частных производных, 
имеющего полный интеграл . 


(—@х +1 42) 2 244+ 8=0, 
геа и 6 — произвольные постоянные, удовлетворяют соотношению: 
, 4х? -- 4у2— № 422. 
15%. Всякая интегральная кривёя уравнений в частных производных 
Е(х, У, 2, р, 9 =0, 


касающаяся в точке М образующей С конуса (Т) с вершиною в точке М, имеет 
прикосновение иторого порядка ео всякою интегральною поверхностью, касаю- 
щеюся в М плоскости, касающейся конуса (Т) по образующей 2. 


[Софус Ли.] 


16. Из точки М поверхности $ опущен перпендикуляр МР на неподвижную 
прямую ОО’; затем из точки Р опущен перпендикуляр РМ на нормаль к поверх- 
ности $ в точке М. Найти такие поверхности 5, чтобы длина ММ была равна 
данной‘ постоянной длине а. - 

Рассмотреть, в частиости, тот случай, когда поверхности. $ будут геликоидамн 
с осью ОО’. 

17. Определить общий вид таких’ функций Р(х, у, 2, р, 9), чтобы диферен- 
циальные уравчення. характеристик уравнения Р==0 имели иитегрируемую ком- 


бинацию & (1) ==0. | 
Приложение. Найти такие поверхности $, чтобы расстояние от каждой 
точки М одной из них до плоскости хОу было равно расстоянию от точки О до 
касательной плоскости к этой поверхностн в точке М. 
18. Дано уравнение в частных производных 


Рр + 9а==Ю2 - 52 + Т, (1) 


дз Р, О, Ю, $, Т завнсят только от переменных х и у; доказать, что ангармони- 
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Ческое отношение и каких-нибудь четырех частных интегралов уравнення (1) удо- 
влетворяет уравнению: 
и ди 
О —=0. 
9х ду 
Зная четыре частных интеграла 2, 25, 2, 2. уравнения (1), можно л'! 


вывестн нз них общий интеграл? 
19. Параллельные поверхности. Пус:ь будет 68 (х, у, 2) интеграл 


Уравнения 36 30 36 
„(5 ‚у (ы)== ® 


доказать, что уравнение $(х, у, 2) =С представляет в прямоугольных координа- 
тах семейство параллельных поверхностей. ° 
Отв. Уравнение (Е) нмеет полный интеграл: 


У е-0 


мы получим общий интеграл, разыскивая огибающую шара с радиусом, равным 9, 
центр которого описывает поверхность нли линию. Ясно, что, изменяя раднус 9, 
мы получим семейство параллельных поверхностей. 

Обратно, чтобы уравнение и (х, у, 2) =С представляло семейство парал-. 
лельных поверхностей, необходнмо н достаточно (гл. ХУНЬ упражнение 10), чтобы 
и(х, у, 2) удовлетворяло уравнению вида; 


ди\2. /ди\?  /ди\? _ 
(5, + (5+ (5) = 
которое можно привести к виду (Е\, полагая 8 = (и). 


20. Чтобы 42-- Аах-- Вау имело интегрирующий множитель, не зависящий 
от 2, необходимо и достаточно, чтобы это выражение имело вил: 


42 {+ 2 аз +е-24, 


где фи $ — функции отхиу 

21. Применить метод Бертрана ($ 442} к уравнению Рах-+ Оду + ®42=0, 
гле Р, О, Ю суть линейные функции от х, у, 2, удовлетворяющие условию инте- 
грируемостн. 

22. Дана вполне интегрируемая система вида" 


аг = рах + дау, . 
4р = (ар + а34 + а32) ах -- (ар -| с34 + с32) ау, 
44 == (ср + с39 + с32) ах -- (ар - 654 + 6:2) ау, 


где а,, 6,, с; — функции от х, и у; показать, что общий интеграл имеет вид: 
== Сна, + Су: + Сз2., 


Тде 21, 25, 24 — три линейно независимых интеграла, и С\, Со, Сз — произвольные 
постоянные *. 

23. Найти необходимые и достаточные условия того, чтобы уравнения 
“= (х, У), 5=ЕХ (х, У). Е=Ь (х, У) были совместимы. 

Приложение. Найти, какому условию должиы удовлетворять функции 
А(х, у), В(х, У, С(х, у), чтобы интегральные кривые дниференциального ‘урав- 
нения А 4х? + 2Вах ау + Сау? = 0были проекциями на плоскоёть хОу семейства 
асимптотических линий некоторой поверхности. 

24. Проинтегрировать систему: 


(х— п (рх--4у— 22) = (2—6) (р-—х, 
(У— В (рх-+ чу—22)=(2—6)(9-—У, 
сле а, 6, с — постоянные. 


* Аппелль, Лоигией 4е ГлоитиЦе, 3-я серия, т. УШ, стр, 192. 
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25. Пусть $ — поверхность, огибающая сферы Х, превставляемые в прямо- 
угольных координатах уравнением (х — а} -|- (у— 2+ 22 — А?, где ан 8} — два 
переменных параметра, Ю — функция этих параметров. 

12° В точке М, где сфера У, соответствующая значениям а, В параметров, 
касается огнбающей поверхности $, проведена нормаль, встречающая координат- 
ные плоскости, 2==0, х-=0, у=0, соответственно, в точках А, В, С. Выразить 


9ю эю 
—, —, приняв за положительное направле- 
да 9% 
ние нормали то, которое идет от А“к М. | 

2° Доказать, что можно всегда определить квадратурой. все поверхности 5, 
для которых между отрезками АВ, ВС и Ю существует соотношение пронзволь- 
ной формы Р(АВ, ВС, Ю)==0. ". 

3° Каким условиям должны удовлетворять две функции $(Ю) и $(Ю), чтобы 
существовала поверхность $, для которой АВ == %(К), АС ==$(Ю)? 

4° В частности, определить поверхности 5, для которых АС—А- а, 
АВ—=т(Ю--а), а и т— постоянны, и указать геометрический способ их 
образования. 


отрезки АВ, АС в функции от А, 


УКАЗАТЕЛЬ * 


(Цифры обозначают страницы настоящего полутома.) 


Абеля теорема 33 

Алгебранческие критические точки 173, 
182, 195, 197 

Альфан (На!рНеп) 119 

Альфана метод 11 

Аналитическая теория диференциаль- 
ных уравнений 180 . 

Аналитические диф. уравненая 81, 180 

Аналитические поверхности 28, 29 

— функции 28, 71 ` 

— — имеющие разрезы 195 

Аналитический вид интегралов 136 

Аналитическое продолжение иитегралов 
107, 180, 181 

Аналогия с алгебраич. уравнениями 118 

Антомари (Апютап) 242 

Аппелль 47 

Аппелля теорема 47, 119, 149, 282 


Бернулли уравнение 17 

Бертран 47 

Бертрана метод 229, 230 

Бесконечно малые преобразования 97 

Бесселя уравненне 131, 145, 169 

Брио и Буке 51, 65, 173, 175, 176, 178, 
192 | 

Буль 210 

Буницкий 50 

Бутру 196 


Вейерштрасс 51 . 
Вейерштрасса элементарные делители 
13 


Вихревой вектор 230 

Вихрей поверхность 230 

Вихря линия 230 

Вполне иинтегрируемая система (урав- 
нений) 57, 222, 242 

Вронского определитель 108, 133 

Вспомогательный параметр 43, 44 

Высших порядков уравнения 39, 194, 


Галуа 119 

Гамбье (СашЫег) 196 
Гарнье (Озгиег) 196 
Гаусса уравиение 143 


* Подробный именной и предметный указа- 
- тель ко всему „.Курсу математического аналнза“ 
Гурса будет дан в конце 11! ‘тома. 


Гедрик (Недиск) 251 

Геликоид 218, 241 

Геометрическое представление 76 

Гипергеометрический ряд 144 

Группа непрерывная с одиим парамет- 
ром 92 | 

— переносов 95 

— продолженная 99 

Группы инварнант 98, 99 

— подобные 93 

Гурса 79, 89, 170, 171, 206, 259 


Даламбера метод 126, 129 

Дарбу 47, 51, 85, 120, 203, 236, 249 

— теоремы 34—36 

Движение несжимаемой жидкости 90, 92 

Двоякопериодические фуикции 148 

Делассю (Оеа$$и$) 279 

Делитель общий наибольший 118 

Диксон (О!хоп) 50 

Диференциал полный 25, 26 | 

Диференциальное уравнение (см. урав- 
нение) | 


Задача Коши 242 
Звезда 73 


Изменения постоянных метод 112 

Изолированное решение 201 

Инварнант группы 98, 99 

Инварнантность 89 

Инварианты интегральные 89, 

Инволюция — системы в инволюции 267 

Интеграл общий 9, 29, 31, -33, 34, 36, 
37, 42, 44, 47, 63, 65, 67, 82, 87, 108, 
122, 126, 185, 215, 224, 235, 238, 275 

— особые точки 71, 180 

— — — подвижные и неподвижные 181 

— особый , 23, 33, 50, 83, 196, 200, 
202, 203, 206, 207, 222, 234, 236; 251, 
266 

— первый 81, 83 

— полный 233, 234, 238, 254, 255, 266 

— — огибающая 244 

— правильный 59, 61, 62, 135, 138 

— разложение в ряд 51, 52, 79, 247, 

8 
— расширение понятия 259 
— сходимость 57 


. — частный 9, 26 


УКАЗАТЕЛЬ 


Интегральная кривая 9, 66, 67, 83, 86, 
164, 173, 178, 199, 208, 253 

Интегральная поверхность 216, 225, 234, 
242, 243, 244, 246, 251, 253, 254 

Интегральное уравнение 67, 68 . 

Иитегрируемое сочетание уравнений 84 

Иитегрируемости условие 223, 227, 228, 
230, 232 

Интегрирующий множитель 25, 29, 30, 
36, 49, 63, 87, 89, 102, 119, 228 

Исключение постоянных 9 

— произвольиых функций 272 . 

Исчисление пределов 51, 55, 71, 280 


Каналов поверхности, 276 

Каноннческий вид 135, 163 

Квадратичная форма 28 

Клебш 262 

Клеро уравнение 23, 47, 49, 203, 209, 
222, 236 

Ковалевская 51, 276 

Коварнант 84 

Комплекс 254, 255 

Конгруэнция 206, 217, 221, 226, 255 

— лучи 209 

— характеристическая 219 

Коноид 217 

Конформное отображение 28, 29 

Коттон 70 

Коши 40, 51, 52, 67, 73, 132, 258 

— задача 242 ` 

—- Липшица метод 73, 79 

— метод 112, 113, 245, 253, 256 

— теорема 172, 182, 193, 196, 200, 
215, 244 

— условия 212 

Кремоны преобразование 196 

Кривая интегральная (см. инт. кривая) 

— предельная 77 

— уникурсальная 24 


`Лагерр 119 

Лагранж 47, 49, 112, 119, 201, 210, 233, 
234, 236, 254 

— и Шарпи, метод 237,247, 271 

— Уравнение 22, 202 

Лакруа 40 

Лакур. 149 

Ламе уравнение 149 

„Лапласа ‚уравнение 129, 132 

Лежандр` 194 

— нормальная форма многочлена 33 

— полином 117 

— преобразование 22 

Лейбница формула 122 

Ли Софус 49, 92, 108, 259, 281 

Линделёф 67, 103 

Линейно зависимые функции 108 

Линейное уравнение (см. уравне- 
ние) 

Лиинейчатые поверхности 274 
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Линии ‘и поверхности характеристн- 
ческие 216, 221, 245, 246, 248, 951, 
254, 256 , 

Линии кривизны эллипсоида 47 

Линия вихря 230 

Липшиц 73 

— -Кошн метод 73, 79 

— условие 73, 76, 280 

Лиувилль 85 

Логарифмическая спираль 176. 

Лучи конгруэнции 209 

Ляпунов 154, 167 


Майера метод 226 

Мерей 51 

Ме:од Альфана 11 

— Бертрана 229, 230 

— Даламбера 126, 129 

— изменения постоянных 112 

— Коши 112, 113, 245, 253, 256 

— — - Липшица 73, 79 

— Лагранжа и Шарпи 237, 247, 271 

— Майера 226 

— последовательных приближений 67 

— Якоби 271 

Многочлен сопряженный 120 

— 3-Й и 4-й степенн 30, 31, 33, 192 

— характеристический 122 

Множитель 87 

— интегрирующий (см. интегрирующья 
множитель) 

Монж 47 

Муаньо 73, 210 


Наибольший делитель общий 118 
Начальные значения особые 172 
Независимые уравнения 260 
Неподвижные особые точки 181 
Непрерывная группа с одним парамет- 
ром 92 у . 
Несжимаемой жидкости движение 90, 92 
Нильсен 146 .” . 
Нормальная система уравнений 1-го по- 
рядка 279 . . 
— форма многочлена Лежандра 33 
Нулевого рода соотношение 24, 185 


Общая теорема существования 276 

Общий иитеграл (см. интеграл общий) 

— наибольший делитель 118 

Огибающая интегральных кривых 201, 
202, 206, 245 

— поверхностей 235, 236, 275 

— полных интегралов 244 

— характеристических линий 253 

Олднородное уравнение 13, 38, 95 

Однородные. линейные системы 259 

— функции 35 

Определитель Вронского 108, 133 

— Якоби 67, 208, 214, 228, 238, 259, 
260, 269, 271 

Определяющее уравнение 142 
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Орик (Ачс) 121 

Ортогональные траектории 37, 48, 218, 
221, 226 

— диференциальное уравнение 38 

Особые начальные значения 172 

— точки интегралов 71, 180 

— — линейного диференциального урав- 
‘нения 105, 127 

Особый интеграл (см. интеграл особый) 

Отображение конформное 28, 29 


Параболические цилиндры 240 

Параболоиды 240. 

Параллельные поверхности 282 

Пенлеве 65, 79, 182, 195, 211 

Первого рода соотношение 24 

Первый ннтеграл 84, 83 

Переменных разделение 12, 240 

Пикар 65, 67, 79, 119, 176 

Пикара уравнение 147 

Поверхностей огибающая 235, 236, 275 

Поверхность аналитическая 28, 29 

— вихрей 230 

— нитегральная (см. 
верхность) 

— каиалов 276 

— линейчатая 274 

— развертывающаяся 204, 237, 252, 
253, 256 

— характеристическая 248. 

— тетраэдральная 49 

— фокальная 206, 207 

Подвижные критические точки 184 

— особые точки 181 

— полюсы 185 

Подобные семейства окружностей 48 

— сети 48 

Полином Лежандра 117 

Полная система 262 

Полный интеграл 233, 234, 238, 254, 
255, 256 

„Полных интегралов огибающая 244 

Понижение порядка уравнения 42, 114 

Последнего множитёля принцип 89 

Последовательных приближений метод 
67 


Построение интегральной кривой 178 

Правильный интеграл 59, 61, 62, 135, 
1 . 

Предельная кривая 77 

Преобразование Кремоны 196 

— Лежандра 22 

— тождественное 93 

Нриближениое интегрирование дифе- 
ренциальных уравиений 70 

Приводимые системы 166 

Ирнращений конечных формула 69, 70 

Пространственной упругой кривой ди- 
ференциальное уравнение 104 

Пуанкаре 89, 131, 154, 176, 179, 192 

Пуассона скобки 233 

— тождество 271, 272 


‘интегральная по- 


УКАЗАТЕЛЬ 


Равносильная система 263 | 

Развертывающаяся поверхность 204, от ь 
252, 253, 256 

Разложение интеграла в ряд 51, 52, 79, 
277, 278, 

Расширение понятия интеграла 259. 

Раффи (КаНу) 50 

Ребро возврата 206, 253 . ‚ 

Риккатн уравнение 18, 85, 116, 147, 
159, 169, 171, 184, 186, 192, 195 9 - 

Рикье (Еашег) 51, 279 

Руке (Коидией) 48 

Ряд гипергеометрический 144 


Седловина 179 
Семейство подобных окружностей 48. 
- шаров 237, 254 
Серре 210 
Сети подобные 48 
Система в инволюции 267 
— диференциальных уравнений 63, 67, 
84, 100, 103 
— линейных диференциальных, уравне- 
ний 55, 56, 71, 73, 154, 159 
— приводнмая 166 
— фундаментальная 107, 134, 155 
— якобиева 263, 272 . 
Скобки Пуассоиа 233 
— (и, у) ин [и, 9] 231 
Соваж 136 
Соотношение нулевого рода 24, 185. 
— первого рода 24 
Сопряжениая система 158 
Сопряженное уравнение 119 
Сопряженный многочлен 120 
Синраль логарнфмическая 176 
Стильтьеса форма интеграла уравнений 
Эйлера 32 т 
Стокса формула 230 а 
Сходимость разложения интеграла 57 


Таннери 143 

Теорема Абеля 83 

— Аппелля 47, 119, 149, 282 

— Дарбу 34—36 

— Коши 172, 182, 193, 196, 200, 215, 24%, 

— существования 51 - 

— — общая 276 

— Фукса 138 

— Штурма 116 

Теория диференциальных уравнений` В 
аналитическая 180 

Тетраздральная поверхность 49 

Тождественное преобразование ` 98 

Точка 59 - 

Точки возврата интегральной кривой 199; 
205 

Точки фокальные 206 

Траектория 98 

— ортогональная 37, 48, 218, 221, 226 

Тресс (Тгеззе) 279 

Тэйлора формула 40, 152 


УКАЗАТЕЛЬ 


Узел 179 _ 

Уникурсальная кривая 24 

— уравнение 185 

Уравнение асимптотических линий 204 
— Бернулли 17 

— Бесселя 131; 145, 169 

ый ных диференцниалах 56, 222, 227, 


— в: Уастиых производных 25, 653, 82, 
83, ют, 180, 196, 212, 221, 233, 237, 


аощих порядков 39, 194, 272 
„— Гаусва` 143 
= интегральное 67, 68 
„— Клеро 23, -47, 49, 203, 209, 222, 236 
`— коническнх сечений 11 
‚- Лагранжа 22, 202 
Ламе 149 
— Лапласа 129, 132 - 
—- линейное 15, 26, 87, 96, 102, 119 
.—- без правой части 111 
‚ — —_ неоднородное. 111 
«тт однородное 107, 114, 116 
- = Кособые точки 105, 127 
”—-=< периодическими коэфициентами 


с постоянными коэфициентами 121, 


2-е правой частью 111, 115 

'—однородиное-13, 38, 95 

— ортогональных траекто ий 38 

— ‘пространственной упругой кривой 104 

— фазвертывающихся поверхностей 276 

—Риккати (см. Риккати уравнение) 

— сопряженное 119 

— уникурсальное 185 

рактеристик 286 

-=дарактеристическое 122, 134, 150, 166 
—ЭИлер а 29, 33, 34, 47, 49, 192, 202 

_— Якоби 17,18, 37, 164 ° 

Уравнение Ех,у') 0, Ку, у)=0 24 


"у о. 

ах =! (х) 39 

Уравнение у’—А(х, у) 181 

Уравнение 45 = Аах -- Вау 222 

Уравнение Рах + Оду-- Ю4а2=0-227 

Уравиения интеграл (см. интеграл) 

— независимые 260 

— понижение порядка 42, 114 

— порядок 10 

— приближенное интегрирование 70 

`— Частиое решение 25, 26 

Условия. (интегрируемости 223, 
228, 230,232 

— Коши 212 | 

— ленищние 73, 76, 280 


Уравнение 


227, 


287 
Уэль 210 


Флоке (Е!одие!) 147, 154: 

Фокальные точки 206. 

Фокус 179 

Формула конечных приращений 69, 70 
— Лейбница 122 

— Стокса 230 

— Тэйлора 40, 152 

Фукс 192 

— теорема 138 

Фундаментальная система 107.34, 155 
Функции аналитические 28, 71 

— — имеющие разрезы 195 


. — линейно зависимые 108 


— эллиптические 24, 25, 29, 46, 85, 
191 


Характеристическая развертывающаяся 
поверхность 248 

Характеристические конгруэнции 219. 

— линии (карактеристики) 216, 221, 245, 
246, 248, 251, 

— показатели В 12 

Характеристический многочлен 122 

Характеристических линий огибающая 


Характеристическое уравиение 122, 150 


‚ Центр 179 


Циклоида 47 
Циссоида .212 


Частное решение уравнения 25, 26 
Частный интеграл 9, 26 


Шазн (Сра2у) 196 

Шаров семейство 237, 254 

Шарпи и Лагранжа метод 237, 247, 271 
Шлемильх 20 

Штурма теорема 116 


Эйлер 25, 121 
Эйлера уравнение 29, 33, 34, 47, 49, 192. 
202 


Элемент 248, 256 

Элементарные делители Вейерштрасса 
136 

Эллипсоида линии кривизны 47 

Эллиптические функции 24, 25, 29, 46. 
85, 


` Эрмит 104, 150, 169, 192, 276 


Якоби 31, 87, 89 

— метод 271 

— определитель (см. 
Якоби) 

— Уравиение 17, 18, 37, 164 

Якобиева сис.ема' 263, 272 


определитель 


